NDMI025 — Pravdépodobnostni algoritmy
LS 2013 — Jiri Sgall
Domaci tkol 2 — 5. dubna

Termin: 16. dubna pied prednaskou
Cviceni k tomuto tkolu budou 17. dubna

(1) V grafu G je na ruznych vrcholech kocka a mys. Kazda podnikd nezavislou ndhodnou
prochazku (ale ¢as je synchronni, tj. v kazdém case kocka i mys udélé jeden krok). Odhadnéte
ocekavanou délku zivota mysi, jestlize ji kocka seZere jakmile jsou ve stejném vrcholu. (Potkat
na hrané se mohou bez néasledkii.) Odhad by mél zaviset na po¢tu hran a vrcholt.

(2) Stejné obecné zadani jako v predchozim piipadé. Spocitejte presné ocekavanou délku
zivota mysi v nasledujicich pfipadech:

(a) G je cyklus délky 2n, kocka a my$ zacinaji v maximélni mozné vzdalenosti.

(b) G je hyperkrychle dimenze k, koc¢ka a my$ zadinaji v maximélni mozné vzdalenosti.

(3) Pocitame nad GF'(2). Necht A je ¢tvercova nenulova matice fadu n. Vezméme x,y €
{0, 1}™ nezévislé uniformné ndhodné vektory. Dokazte, ze Pry ,[zT Ay # 0] > 1/4.
Plati totéz nad redlnymi ¢isly pro x,y € {0,1}"?

(4) Pocitdme nad GF(2). Necht G : {0,1}" — {0,1} je funkce takova, ze Pry ,[G(z+y) =
G(z)+G(y)] > 1—9] pro n&jaké malé § > 0 (tieba § = 1/10), kde x,y € {0,1}" jsou nezavislé
uniformné ndhodné vektory. Definujme H(z) jako Cast&jsi vysledek vyrazu G(z 4+ z) + G(x)
pro x € {0,1}". Dokazte, Ze funkce H je linedrni.

Napovéda: Rozepiste podle definice H vyraz H(z)+ H(t) pro pevné z a t a dokazte, Ze se
rovnd H(z+t) s nenulovou pravdépodobnosti. Nezapomerite, Ze s¢itani a od¢itani nad GF(2)
je totéz; muze se hodit, Ze pro z,y € {0,1}" nezavislé uniformné nahodné vektory je = + y
uniformni.

Bonus: Pro dostate¢né malé ¢ dokazte, ze Pry|G(x) = H(x)] > 1 — 30 a H je jedind
linedrni funkce s touto vlastnosti.



