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1 Konvexni mnohostény

Definice 1. Nadrovina v R™ je mnozina vsech x takovych, ze {z € R"|a’x = b} pro a €
R” a #0,b € R.

Definice 2. Poloprostor v R” je mnozina vSech x takovych, ze {z € R"|a’2 < b} pro
a€R" a+#0,beR.

Definice 3. Konvexni mnohostén (polyedr) v R™ je prinik kone¢né mnoha poloprostorii.
Definice 4. Omezeny konvexni mnohostén je omezeny.

Véta 5 (o oddélovani). Necht C, D C R" jsou uzavrené, konvezni a disjunktni a C je omezend.
Pak ezistuje nadrovina {x|a’x = b}, kterd silné oddéluje C a D, tj. takovd, Ze C C {x|aTx < b}
a D C {z|aTz > b}.

Diikaz. Vezmeme ¢ € C, d € D tak, Ze jejich vzdélenost ( ||c —d|| ) je minimalni. To udélame
tak, ze vezmeme n&jaké d' € D a protoze C je kompaktni, tak obsahuje nejvzdéalendjsi bod
od d’. Tento bod ozna¢me jako ¢’, vzdélenost || — d'|| oznac¢me jako « a max.cc|lc — ¢
oznac¢me jako 5. Uvazujme kouli se stfedem v ¢’ a s polomérem « + 3, jeji prinik s mnozinou
D bude tedy kompaktni podmnozina D a ze dvou kompaktnich mnozin uz dokazeme vybrat
dva nejblizsi body ¢ a d. Potom ozna¢me @ =d —ca b= a’ (%l) Pak plati

ale<b<ald nebo ate>b>ald
v e C:a’d <ale v e C:a’d >ale
O

Véta 6 (Minkowski-Weyl). Necht X C R", pak X je omezeny konvexni mnohostén prdavé
tehdy kdyz existuje V C R"™ tak, Ze V je koneénd a X = conv(V).

Diikaz. ”=": indukci podle dimenze X (ozna¢me jako d)
(i) dim(X) <0 plati (kdyz | X| =1 tak zvol V := X))

(ii) Necht A je afinni prostor dimenze d, A O X. Pak nerovnice z popisu X oznacime
jako alz < b;. Kdyz R = {zlal'z = b;} 2 X, tak oznadime X; := X N R. Potom
dim(X;) = dim(RN A) < d — 1 (toto plati, protoze kdyz je jeden afinni prostor ostte
obsazen v druhém, pak ma mensi dimenzi). Vezméme koneénou mnozinu V; takovou, ze
X; = conv(V;). Pak hledand mnozina V je V := |J, V;. Abychom dokézali, Ze toto plati,
musime dokéazat, ze Vo € X : z € conv(V). Zvolme pfimku p tak, ze x € p, p C A. X je
omezena, proto musi na primce p existovat body x’ a x” které nejsou v X. Zvolime Z:



(a) vezmeme prvni i takové, ze al x < b; a al 2’ > b;

(b) za T vezmeme nejblizsi bod k x takovy, 7e T € p a al T = b.

Z zvolime analogicky pro j-tou nerovnost.
Nyni plati z € X;, T € Xj, tedy T € conv(V;), T € conv(V;) a = € conv({Z,z}). Z toho
plyne, ze x € conv(V).
7 ¢?7:
Plati, ze Vz|x ¢ conv(V) existuje oddélujici nadrovina, tj. existuji & € R", o # 0,8 € R tak,
zealz>pavweV:alv<p
Dale plati:

(*) Pokud z1, ..., zx spliiuji nerovnost = konvexni kombinace ji také spliuji.

(**) Pokud x spliiuje nerovnosti = spliiuje i jejich nezédporné linedrni kombinace.
Oznacime Q = {(g) la e [-1,1]",8€ [-1,1],Yv e V :alv < ﬁ}, tedy plati ze Q je omezen4
a Q je konvexni mnohostén. Pro kazdé (g) € @ plati:

o 1< <1 Vi

e —1<3<1

e oTv; <p Vv, €V neboli ’Uz-TOé —p<0
Zvolime W takové, ze Q = conv(W), a chceme dokazat, ze

X = {x\V(%) ewW:alz Sﬁ}

Kdyz toto dokazeme, tak vime, ze X je prinik konec¢né mnoha poloprostorti.
"C”: V C X z definice Q (diky (*) a (**)), tedy conv(V) C X.

7D”: chceme dokazat, ze kdyz = ¢ X tak existuje takové (g) € W, ze a’z > . Pokud
x ¢ X, pak plati 3 (g) €Q:alz > B atoto (%‘) je konvexni kombinaci (g:) € W. Tudiz
existuje (g;) € W takové, ze ol x > B; (diky (**)). O

Definice 7. C' C R" je kuzel, pokud C je uzavieny na nezaporné linearni kombinace.
Definice 8. C' C R" je polyedralni kuzel, pokud C je konvexni mnohostén a kuzel.

Véta 9. C je polyedrdlni kuzel pravé tehdy kdyz C je obal konecné mnoha vektori (obalem se
rozumi mnozina véech nezdpornijch kombinact).

Véta 10. Kazdy polyedr P lze vyjddrit jako P = Q + C, kde Q je polytop a C polyedrdlni
kuZel.



