NOPT048: Optimalizaéni metody - LS 2012 Jiri Sgall
Konvexni mnoziny

2. 3. 2012, 2. pfednéaska Zapsal: Jan Roztocil, Tomads Musil
Posledni zména: 16. ¢ervna 2012

1 Priklady

1.1 Vrcholové pokryti

Je dén neorientovany graf G = (V, E), vrcholové pokryti je podmnozina vrcholt U C V
takova, ze kazd4 hrana z E je incidentni asponi jednomu vrcholu z U. Zavedeme proménné
pro vrcholy z,, jejich hodnota je bud 1, pokud je vrchol v ve vrcholovém pokryti, nebo 0,
kdyz ne. Celoc¢iselny program:

minimalizuj Z Ty
veV
pro x¢€ {0,1}"
za podminek  x, + 2z, >1 Y{u,v} € E

Podminky z, + x, > 1 nam zaruci, Ze kazda hrana bude pokrytd vrcholem a vybér
proménnych z {0,1} zase celoéiselnost. LP relaxace této ulohy:

minimalizuj Z Ty
veV
pro 0<z,<1
za podminek  x, +x, >1 Y{u,v} €FE

Problém je, ze optimalni FeSeni této LP relaxace nemusi (a pravdépodobné také nebude)
optimalnim feSenim ptivodni tlohy celoc¢iselného programovani. Navic proménné budou realna
¢isla mezi 0 a 1.

1.2 Nezavisla mnozZina

Je dan neorientovany graf G = (V| F), nezavisld mnozina je podmnozina vrchola U C V
takova, ze Zadné dva vrcholy z U nejsou spojené hranou. V celo¢iselném programu opét
pouzijeme proménné pro vrcholy. x, je rovno 1, pokud v patfi do nezavislé mnoziny, 0 jinak.

maximalizuj g Xy

veV
pro x¢€{0,1}"

za podminek  x, + 2, <1 V{u,v} € E

Podminky z, + z, < 1 zarucuji, ze do vrcholového pokryti se miize dostat nejvyse jeden
z vrcholl incidentnich kazdé hrané. LP relaxace by se provedla jako u vrcholového pokryti.



Podobné mizeme modelovat i dalsi grafové problémy, linedrni programovani je vhodné zj.
pro ty, kdy jsou omezujici podminky lokalni (tedy ne napf. TSP, kde je problém zajistit
souvislost).

1.3 Minimalni perfektni parovani v bipartitnim grafu

Na vstupu mame bipartitni graf G = (U,V, E) |U| = |[V| =n, E C U x V, G mé perfektni
parovani, a vahovou funkci w : £ — Rar. A hledame perfektni parovani M C E takové, ze
Y ecar w(e) je minimélni.

V celociselném programu tentokrat zvolime proménné pro hrany:

minimalizuj Z w(e)ze
eck
pro x¢€{0,1}"

za podminek Z Tuw =1 YueU
veV
Z Tww =1 YveV

uelU

Podminky zajisti, ze do kazdého vrcholu v U i V vchazi pravé jedna hrana tedy, ze se
jedna o perfektni parovani. Pfimo dostaneme i LP relaxaci této ulohy:

minimalizuj Z w(e)x,
eck
pro x>0

za podminek Z Tuww =1 VYueU
veV
Z Tww =1 YveV
uelU
Tady uz ndm podminky nezajisti perfektni parovani. Muze se stat, Zze napf. dostaneme
vrchol stupné 2 takovy, ze proménné pro hrany jemu incidentni budou mit obé hodnotu 0.5
nebo dokonce 0.9 a 0.1. Nastésti pro bipartitni grafy plati nasledujici véta.

Véta 1. Méjme vazeny bipartitni graf G = (V, E) a celociselny program odpovidagici hleddni
minimdlniho perfektniho pdrovini v G, pak existuje optimdlni Teseni x LP relaxace, které
zaroven spliuje x € {0,1}™.

Dikaz. Pokud graf nema perfektni parovani, pak neexistuje ani pripustné reSeni, neni tedy
co dokazovat. Naopak kdyz graf méa perfektni parovani, pak optimalni feSeni existuje, protoze
pripustnd Feseni tvoii kompaktni mnozinu (je omezend, protoze 0 < x < 1). Vezmeme tedy x
optimalni feSeni LP relaxace s minimalnim poctem necelociselnych proménnych.

Vybereme podmnozinu hran E' = {e € E | z. € (0,1)}. Tvrdime, ze graf G’ indukovany
hranami z £’ neobsahuje vrcholy stupné 1, kdyby totiz takovy vrchol mél, tak ten by musel
byt celodiselny, protoze plati podminky z LP, tady spor s vybérem hran do E’

Dale tvrdime, ze v G’ existuje cyklus C' C E’, coz plyne z predchoziho. A protoZe je G
bipartitni, tak |C| = 2k (C' je sudé délky). Hrany v cyklu oéislujeme C' = ey, e, ..., ea.

Zvolme jiné Teseni y a néjaké malé redlné ¢ takto:



Te + € €1,€3,...,62%_1
Ye = Te — & €2,€4,...,€2L
Te jinak
Mame stéale pripustné feSeni? Protoze ke kazdému vrcholu jednou e pfi¢teme a jednou od
néj odecteme, tak suma zlstane stejnd. A protoZe x, pro hrany z C jsou z ostrého intervalu
(0,1), tak pro dostateéné malé € bude platit i podminka 0 < z, < 1.
Jak to zméni ucelovou funkeci?

=0

Z w(e)ye = Z w(e)ze + € ( Z w(e)re — Z w(e)we)

ecE eceE sudé eeC liché eeC

Protoze x je optimalni, musi byt vyraz ve svorce 0, jinak bychom mohli vhodnou volbou
kladného nebo zaporného e zlepsit optimum.

Pro maximalni € takové, ze y je pfipustné Feseni, plati pro nékterou hranu e € {ey, ..., e},
ze T € {0,1}, tedy x ma méné necelo¢iselnych slozek. Postup opakujeme, dokud nejsou
vSechny x. celoCiselné.

O

2 Opakovani linearni algebry

2.1 Afinni prostory

Definice 2. A je afinni prostor, pokud A = x + L pro néjaké x € R", L vektorovy
podprostor.

Definice 3. Afinni obal X C R" je prunik vSech afinnich prostori A, X C A.

Definice 4. Afinni kombinace bodi z X je bod (vyraz) apag + ...+ arag,kde k € N, q; €
X, q; GR,ZO@' =1

Véta 5. Afinni obal X je roven {apao+ ...+ agax | k € Nya; € X, € R,> a; =1}

Definice 6. ag,...,a; jsou afinné nezavislé, pokud neexistuji netrividlni «q,...,a; € R
(tj. ne vSechny = 0) tak, ze agap + ...+ agar =0a > a; =0.

Pozorovani 7. ag, ..., a; afinné nezdvisle pravé tehdy, kdyz a1 — ag, as —ag, . . ., ay — ag jsou
linedrné nezdvisle

Definice 8. Dimenze mnoziny X C R" je dimenze afinniho obalu X.
Pozorovani 9. Dimenze mnoZiny X je mazximalni d takové, Ze v X existuji afinné nezavislé

ag, ... ,0q.

2.2 Konvexni mnoziny

Definice 10. X C R” je konvexni, pokud Vx,y € X a Vt € [0,1] plati tx+ (1 —¢t)y € X (s
kazdymi dvéma body je v X i tisecka mezi nimi).



Definice 11. Konvexni obal X C R” je definovan jako prunik vSech konvexnich mnozin
obsahujicich X:
conv(X) = ﬂ C.

C' konvexni
COX

Definice 12. Konvexni kombinace bodi z X je (bod nebo vyraz): apag + . .. + agag, kde
ke N,a,- < X,Oéz' > O,Zai =1.

Véta 13. Konvezni obal X je roven {agag + ...+ agar | k € Nya; € X, > 0,> o =1}
Dikaz. TODO ]

Véta 14 (Carathéodory). Necht X C R", dim X = d. Pak conv(X) = {agap + ... + agaq |
a; € X,Oéi > O,EO@' = 1}

Dikaz. Nechf x € conv(X) lze zapsat jako konvexni kombinaci x = agag+. . . + agag, a; > 0,
>y tak, ze k je minimdlni.

Pokud k < d, pak je x zjevné i konvexni kombinace d prvki, mame hotovo.

Pokud k£ > d, pak aq,...,a; jsou afinné zavislé, tedy existuji 5; > 0 tak, ze Spag + ... +
Brax = 0, > B; = 0, ale pro né&jaké i, 5; # 0, mezi 3; jsou tedy kladnd i zaporna ¢isla. Déle
vezmeme < maximaélni takové, Ze (Vi)(yf; + a; > 0). Takové cislo bude existovat, protoze
mnozina v, ze které vybirdme, je neprazdna (obsahuje v = 0), omezené (protoze nékteré [;
je zaporné) a uzaviend (dana neostrymi nerovnostmi)

—_——

0

k
(vBi + i) a; = x
=0 >

Vidime, Ze je tato kombinace konvexni, nezdpornost mame diky vybéru v a plati Y (v5; +
a;)=1,toplynez > a;=1a > 3 =0.
Dale diky maximalité v bude existovat i tak, ze v8; + a; = 0, tedy x lze vyjadfit jako
konvexni kombinaci méné bodi.
O



