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1 Uvodni definice
Definice 1. Dvojice (X, S), X je mnozina, S C 2% = P(X), je matroid, pravé tehdy kdyz
plati:

e Il: eS8

e I2: AcSACA=A €S

e 3:UVeS|U|I>|V|=32xecU-V:VUzreS (Vyménny axiom)

Definice 2. Matroidy M = (X,S), M’ = (X', 8') jsou izomorfni, pokud 3h bijekce X— X' :
yeS < h(y)es

Definice 3. M je matroid reprezentovatelny nad télesem F, existuje-li izomorfni vektorovy
matroid nad F.

Pozn.: Prvky S se nazyvaji nezavislé mnoziny, maximalni nezédvislé mnoziny se nazyvaji
baze matroidu.

2 Priklady

2.1 Matroid nad vektorovym prostorem

Bud A matice nad télesem [, X mnozina sloupcii matice A, S = {Y C X | Y je linedrné nezévisla}
pak (X, S) je vektorovy matroid (I1, I2 trividlné splnéno, I13: Vyménny axiom odpovida Stei-
nitzové vété o vymeéns).

2.2 Grafové matroidy

Bud G = (V,E) graf, X = FE, S = {E' C E| E' acyklickd}

I1, I2 trivialné splnéno, I3: Budte E1, E2 € S, |E1| < |Es|, pak (V, E1) ma néjaké (2...n)
komponenty souvislosti, F2 mé alesponi jednu hranu mimo tyto komponenty (z |E2| > |E1],
pokud Ej je kostra G, pak takové Fy neexistuje), tedy tuto hranu z Fs lze pridat do E;. QED

2.3 Fanuv matroid

F; vektorovy matroid nad Fy = (0,1, e3, +2)
1001101
matice [0 1 0 1 0 1 1
0010111
F; odpovida Fanové projektivni roviné (sloupce matice jsou jednotlivé body a na pfimkach
plati, Ze soucet dvou bodi je roven t¥etimu modulo 2).



3 Dalsi definice

Definice 4. Bud (X,S) matroid, A C X, pak fad mnoZiny A je maximalni nezavisla
podmnozina Z mnoziny A. (= max|Z|,Z C A, Z € S)

Pozn.: Bud A matice, (X,S) vektorovy matroid nad A, pak r(X) = rank(A).
Pozn.: Bud G = (V, E) souvisly graf, (X,S) grafovy matroid nad G, pak r(X) = |V| -1
(maximalni acyklickd mnozina, tj. kostra, ma vzdy o jednu hranu méné, nez je pocet vrcholit).

Pozorovani 5. Matroidy jsou presné dédicné systémy, kde lze definovat vad podmmnoZzin po-
moci mazimality vzhledem k inkluzi takto: Bud X mmnozina, A C 2% mnoZinovy systém, pak
bud rad mnoziny Y C X definovdn jako max |Z|, Z CY, Z € A, kde maz je maximalita vzhle-
dem k uspordddni inkluzi. Tohle nemusi byt korektni definice, pokud jsou (vzhlede. k inkluzi)
mazximdlni mnozZiny ruzné velke, na matroidech vsak plati:

Pozorovani 6. (X,S) je matroid pravé kdyz plati podminky 11, 12, 13’, kde podminka I3’ je:
Bud' A C X, ddle budte Y1, Yo C A, Y1, Yo mazimdlni vzhledem k inkluzi, potom |Yi| = |Ya|.

Diikaz. 13 = 13"”: sporem: BUNO |Y1| > |Ya| = dle I3 3z € Y] — Y5, YaUx € S = SPOR
s maximalitou Y5

13" = 13”: obména I3 fika, ze je-li BUNO [|Y7| > |Ya|, pak |Ya| neni maximélni, tedy
Jr e A=Yy, YoU {z} € S, specialné pro A = Y] UY; je pak = € Y7, tedy i pro obecné A
obsahujici Y7, Y2 je mozné pridat x z Y1, coz vyzaduje 13. QED. O

Pozorovani 7. Bud X mnozina, pak r: P(X) — Ny je tddova funkce matroidu < r splriuje
podminky R1, R2, R3

e R1:17(0) =0

o R2:r(Y)<r(YU{y}) <r(Y)+1

e R3:r(YU{y}) =r(YU{z})=rY)=rY U{yz}) =rY)
Dikaz. ”=": (Matroidy spliuji R1, R2, R3)

R1 triviadlné

R2: Z : max|Z|,Z C S,Z C Y, pak pfidani prvku do Y nemtize Z jakozto C Y zvétsit o
vic nez o 1

R3: sporem: Budte Z’ max nezévisla C Y U {y,z}, Z max. nezavisld C Y (téz max

nezavislda C Y U {y} a max. nezéavislda C Y U {y}). Déle pro spor necht |Z’| > |Z|. Pak podle
B33xe(Z —Z),ZU{x} € S. OvSem zarovei plati jedna ze t¥1 moznosti:

e r € Y = spor s maximalitou |Z| v Y
e 1z =y = spor s maximalitou |Z| v C Y U {y}
e 1 = z = spor s maximalitou |Z]| v C Y U {z}

7<": definujme matroid tak, ze r je jeho fadova funkce, A C X je nezéavisla (A € S)
jestlize r(A) = |A|. Takto definovany systém spliiuje I1 (trividlng). 12: Bud A’ = A po
odebrani libovolného prvku z, pak zjevné r(A’) < |A| —1 = r(A) — 1 (z R2 indukei plyne
r(C) < |C|). Ale z R2 také plyne, Ze pii vraceni  do A’ r stoupne maximalné o 1, tedy
r(A’) > r(A) — 1, tedy celkem r(A") =r(A) —1=|A| - 1=|A—{z}| = |4|.

I3: Budte U, V € S, r(U) = |U|, 7(V) = |V|, |U| > |V]. Pak pro libovolné y € U — V plati

jedna ze dvou moznosti:



e a) r(VU{y}) >r(V).
e b) r(VU{y}) =rV).

Situace b) ale nemuze nastat Yy € U — V, nebot pak podle R3 r(V) =r(VUU - V) = r(U).
Tedy Jy, takové, Ze plati a) , pak podle R2 r(VU{y}) = r(V)+1 = |[VU{y}|, tedy VU{y} € S,
coz jsme chtéli dokazat. QED.

O

Pozorovani 8. Bud X mnozina, r: P(X) — Ny je fddovd funkce matroidu < plati podminky
R1’, R2’, R8’:

e RI0<r(Y)<|Y]|

e R2:ZCY =r(Z)<r(Y)

e R3’: submodularita : Y, Z C X =r(Y)+r(Z)>r(YUZ)+r(Y NZ)

Dikaz. R1’, R2' plyne z R1, R2 trivialné.

"R3 = R3”: Budte Y, Z € P(X) Déle budte B max. nez. C YNZ, By D B, By max. nez.
CY,Bz D Z, By max. nez. C Z. Pak r(Y)+1r(Z) > |By|+|Bz| = |By NBz|+|By UBz| =
|B| + |By UBgz| =r(Y NZ)+ |By UBygz|. Zbyva ukézat, ze |By U Bz| > r(Y U Z), ukazme
sporem:

Necht 3Q, Q max. nez. C YUZ, |Q| > |ByUByz|. Pak podle I3 3z, x € Q, By UBzUx € S.
Tedy « € Z nebo x € Y, déle QN Z je nezavisld a QNY je nezavisla Tedy bud z € (QNZ)— Bz

nebo x € (QNY) — By, ale to je spor s maximalitou By v Y nebo By v Z.
Opacna implikace: R1 z R1/, R2 z R2’ (prvni <) a R3’ (druha <). R3 jako DU. O

4 Uloha diskrétni optimalizace

Definice 9. Uloha diskrétni optimalizace: (X, A),A C 2¥,w : X - QA C X =
w(A) =, c4w(z). Cilem je nalézt Y C A takovou, ze w(Y") je maximalni.

Definice 10. Hladovy algoritmus:
(i) Sefad X = 1, x9, ..., z, tak, ze w(zy1) > w(za) > > w(xy,)
(ii) J:=0
(iii) for i = 1..n do:
if JU{a;} e SAw(z;) >0:J:=JU{x;}
endfor.

Véta 11. Necht (X,S) je dédicny mnoZinovy systém, S # (. Potom pro kazdé w: X — Q
najde hladovy algoritmus optimdini feseni < (X, S) je matroid.

Diikaz. ”<” obménou: 11, 12 plati z podminek véty = ((X,S) neni matroid = I3’ neplati).
Tedy JA, B riizné maximélni nezavislé podmnoziny vhledem k inkluzi, BUNO |A| > |B].
Méjme w definované nasledovné:

e w(x)<Opro X ¢ AUB



e w(x)=b>0pro X € B
e w(x)=a>0pro X € A— B,a <b.

Tedy hladovy algoritmus najde nejprve postupné vsechna x € B, pak uz se mu B nepodari
rozsirit tedy vrati B, neboli hodnotu w(B) = bx* |B|. Ale w(A) = a*|A— B|+bx*|BNA|,
volme tedy a, b tak, aby a * |A — B| > bx*|B — A|, tedy a > b * Iﬁ:gl, ale protoze |A| > |B|,
tak to lze i pfi dodrzeni podminky a < b.

”=": ponechano na p¥isti prednasku... O




