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1 Parovani v bipartitnim grafu

Vstup: G = (V, E)
Vystup: M C E, (Vv € V)deg,(M) <1
Cil: max|M|
LP:
maximalizuj Z Te
eck
pro Vee E:xz.>0 (€{0,1})

za podminek  (Yv € V) er <1 (< wy ¢ cena vrcholu v)

esv

Pokud mame p¥ipustné feseni x € {0,1}"l odpovida to parovani M. Pokud G je bipar-
titni, vime, ze A (jeho matice incidence) je totalné unimodularni.

Z toho vyplyva, ze LP mé celo&iselné optimalni feseni a tedy LP ma {0,1}/*! optimalni
feseni (ze struktury LP).

Dualni LP:

minimalizuj Z Yv (Z Yy - Wy < pokud nds zajima cena)
veV
pro Yo eV :y,>0

za podminek (Ve = {u,v} € E)y, +y, > 1

Piipustné feseni y € {0, 1}V odpovid4 vrcholovému pokryti grafu (C' C V tak, ze (Ve €
E)enc#0).

Véta 1 (Konigova). V bipartitnim grafu G = (V, E) plati: maz{|M| : M je pdrovani} =
min{|C| : C je vrcholové pokryti G}.

Dikaz. Z duality:
: Z¥ejmé — plati i pro obecné grafy.

<
>: Neplati pro obecné grafy. Napi: |[M| <1 a |C| > 2.

Z komplementarity: pro optimalni M a C' plati:
(Ve)ee M = lenc|=1
M)veC = (Jec M)vee.



2 Toky v sitich

Vstup: G = (V, E) orientovany graf, (Ve) : ¢(e) > 0 kapacity hran, s, € V zdroj a stok.
Cil: Maximalni tok z s do ¢.
LP: z. je tok hranou e € I, piebytek ve vrcholu:

fl“(v): Z Lwv — Z Tyw
ev

weV w
(wyv)eEE (vyw)eEE

maximalizuj  f;(t)
pro 0 <z <c(e)
za podminek  fy(v) = 0(Vv) # s,
To je ale moc slozité — zjednodusime pfidanim hrany (¢, s) nekoneéné kapacity.

LP2:
maximalizu] o

pro 1z, < c(e)(Ve € E)
za podminek  f,(v) = 0(Yv),ze > 0

Tok cirkuluje — méfime kolik tece na umélé hrané (¢, s)..
Dual LP:

minimalizuj Z cle) - ze
eck
pro Yy, € RVv e V) Az, > 0(Ve € E)

za podminek (Ve = (u,v) € E) : —yy + Yo + 2up = 0N —ys +ys > 1
—> incidenc¢ni matice linedarniho programu je totalné unimodularni.
Véta 2. Pokud c(e) jsou celociselné, tak existuje celociselny maximalni tok.

Diikaz. Matice linearniho programu je totalné unimoduléarni.

Jaky je kombinatoricky vyznam dualu? U:={v|y, >y} > 2€U,t¢U.

e Duélné pripustné y odpovida tomu, ze U je fez oddélujici s a t. Cena Tezu

U=cU):= > cle).

e€EN(UXx(V\U))

o (u,v)=ec ENUX(VU)):yu>yp+1Az.>1
o > c(e) ze > c(U)
e Optimum duélniho linedrniho programu odpovida cené minimélniho fezu.

Véta 3. Cena minimalniho Tezu se rovnd velikosti mazimalniho toku.



3 Perfektni bipartitni parovani minimalni ceny

Vstup: G = (V, E) bipartitni, c(e) > 0
Vystup: M C E, (Yv)deg,(M) <1
Cil: min )" ., cle)
LP: 2. > 0(Ve € E), (W)d(v) ={ec E|lvee}, DCE:x2(D)=> cpe

minimalizuj Z cle) - z¢

eclr
pro z. >0
za podminek  z(d(v)) = Z:L‘e =1

esv

Dualni LP:
maximalizuj Z Yo
pro Yy, €R

za podminek Ve = {u,v} € E: y, + y» < c(e)

3.1 Primarné dualni algoritmus

Udrzujeme parovani M (je patrné pfipustné feseni LP) a dudlné ptipustné y. M a y spliuji
komplementaritu, tj. xy, € M = y, + v = c({u,v}). E= = {{u,v} € E | yu + 4 =

c({u, v})}-

Alternujici stromy 7T je alternujici strom, A(T) jsou vrcholy T v liché vzdalenosti od
kofene 7 a B(T) jsou vrcholy T' v sudé vzdalenosti od kotene r € B(T).

Algoritmus
(i) M:=0,y=0
(ii) 7 := nesparovany vrchol, pokud r neexistuje — konec. T := {{r}, 0}

(iii) Necht {v,w} e E_,ve B(T), w ¢ T
if w: {w, 2z} € M — piiddme {w, z} do T, goto 3
if w nesparovany — zvétsime M pomoci st¥idavé cesty, goto 2

(iv) to be continued



