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Tento text se vztahuje k předmětu NMAI055. Najdete zde soupis definic, vět a něco
málo daľśıch poznámek. Co zde naopak neńı, jsou d̊ukazy. (Avšak pokud d̊ukaz na
přednášce nebyl, je to zde napsáno.) Pokud jste d̊ukaz “nechytili” na přednášce,
porad’te se s kolegou nebo doporučenou literaturou. Pomoćı vodorovných čar jsou
odděleny jednotlivé přednášky.
Pokud naraźıte na nějakou nesrovnalost, dejte mi prośım vědět. (Zat́ım se s připo-
mı́nkami ozvali Dušan Rychnovský, Ondřej Kupka, Ondřej Pilát, Martin Hanes,
Roman Ř́ıha, Martin Petruňa, Ondřej Odcházel, Stanislav Kučera, Michal Staruch,
Ondřej Hlavatý. Děkuji!)

4.7 Pr̊uběh funkce

Poznámky o tom, k čemu je dobré zkoumat pr̊uběh funkce. Zjevně užitečné je naj́ıt
minimum nějaké funkce. Někdy se hod́ı i složitěǰśı vlastnosti, jako je konvexita. Už
definice konvexity je zaj́ımavé tvrzeńı, uvedeme si trochu upravené zněńı. Napřed si
uvědomte, že pro x1, x2 ∈ R a λ ∈ [0, 1] popisuje výraz λx1 + (1−λ)x2 bod v inter-
valu [x1, x2] (resp. [x2, x1]).1 Dále výraz λf(x1) + (1− λ)f(x2) je y-ová souřadnice
odpov́ıdaj́ıćıho bod na úsečce, sečně grafu funkce f(x). TODO: OBRAZEK
Funkce je tedy konvexńı, pokud

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) .

Zobecněńı tohoto vztahu dává následuj́ıćı užitečná věta.

L Věta 4.25 (Jensenova nerovnost). Necht’ f je funkce konvexńı na intervalu J .
Necht’ x1, . . . , xn jsou prvky J , necht’ α1, . . . , αn jsou kladná č́ısla se součtem 1.
Pak

f

(
n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi) .

(Pro konkávńı funkce plat́ı nerovnost opačná.)

(Lehce indukćı: pro n = 2 jde př́ımo o definici konvexity. Také je to názorné z
obrázku – těžǐstě lež́ı uvnitř konvexńıho obalu.)

L Věta 4.26 (AG-nerovnost). Necht’ x1, . . . , xn jsou z (0,∞). Pak

n
√
x1 . . . xn ≤

x1 + · · ·+ xn
n

.

(Lehký d̊usledek Jensenovy nerovnosti pro konkávńı funkci f(x) = log x.)

K zamyšleńı: Jak známo, pravá strana výše uvedené nerovnosti se nazývá arit-
metický pr̊uměr. O něco méně známo je, že levá strana se nazývá geometrický
pr̊uměr. Zkuste naj́ıt (aspoň pro n = 2) geometrický význam tohoto č́ısla.

4.8 Taylor̊uv polynom

Často je užitečné umět hodnotu funkce pobĺıž “pěkného bodu” (např. sin 0.1) apro-
ximovat přiměřeně přesně pomoćı nějakého snadno vyč́ıslitelného výrazu. Napřed
snadná definice – sṕı̌s názvoslov́ı a značeńı:

Definice. Necht’ f je reálná funkce, pak symbolem f (n) znač́ıme n-tou derivaci f .
Formálně:

1Funguje to i pro vektory x1, x2, proto se také lineárńı kombinaci tohoto typu – s nezápornými
koeficienty co se sečtou na 1) ř́ıká konvexńı kombinace.
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• f (0) := f

• f (n+1) := (f (n))′

Definice. Necht’ f je reálná funkce, a ∈ R a necht’ existuje vlastńı n-tá derivace f
v bodě a. Pak polynom

T f,an (x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + . . .+
1

n!
f (n)(a)(x− a)n

nazýváme Taylorovým polynomem řádu n funkce f v bodě a.

Je lehké ověřit následuj́ıćı dvě pozorováńı:

• (T f,an )′ = T f
′,a

n−1

• T f,an a f maji společnou hodnotu a k-tou derivaci v bodě a pro k ≤ n

Definice. • f = O(g) pokud ∃C > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) f(x) ≤ Cg(x).

• f = o(g) pokud ∀c > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) f(x) ≤ cg(x), (ekvivalentně –

pokud g neńı nula – limx→a
f(x)
g(x) = 0.

• Analogicky lze definovat symboly ω, Ω, θ, Θ ale v analýze je asi nevyužijeme.

L Věta 4.27 (Taylor̊uv polynom – Pean̊uv tvar zbytku). Necht’ a ∈ R, f (n)(a)
existuje vlastńı. Pak

f(x) = T f,an + o((x− a)n) .

(Důkaz pro př́ıpad f (n) je spojitá v a – indukce podle n a l’Hospitalovo pravidlo.
Potřebujeme dokázat

lim
x→a

f(x)− T f,an (x)

(x− a)n
= 0

k čemuž se l’Hospital náramně hod́ı. )

Poznámka. • Taylor̊uv polynom je jediný polynom stupně n, pro který plat́ı
předchoźı věta.

• Aplikace:

ex − e2x

x
=

(1 + x+ o(x))− (1 + 2x+ o(2x)

x
= −1+

o(x)− o(2x)

x
= −1+o(1)

tud́ı̌z limx→0
ex−e2x

x = −1.

• Z předchoźı věty ale neźıskáme žádné konkrétńı hodnoty – nezjist́ıme, jak moc
se lǐśı e0.1 od 1.1. K tomu bude sloužit následuj́ıćı věta.

T Věta 4.28 (Taylor̊uv polynom s Lagrangeovým tvarem zbytku). Necht’ funkce
f má vlastńı (n+ 1)-ńı derivaci v nějakém otevřeném intervalu obsahuj́ıćım [a, x].
Pak existuje ξ ∈ (a, x) tak, že

f(x) = T f,an (x) +
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− a)n+1 .

(Důkaz až na daľśı přednášce.)
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Poznámka. 1) Čili v (n+1)-ńım členu nebereme derivaci v bodě a, ale ve vhodném
ξ ∈ (a, x) – ξ zálež́ı na x!
2) Pro rozumné funkce tento odhad vylepšuje výše uvedené lemma, nebot’ ř́ıká, že
f(x) = T f,an (x) +O((x− a)n+1).
3) Zejména však tato věta umožňuje odhadnout, jaké chyby se pro konkrétńı x do-
poušt́ıme. (oproti Větě 4.27, která dává jen limitńı výsledek). M̊užete tedy např.
odhadnout sin 0.1 pomoćı (ověřte!) 0.1− 0.13/3! s chybou maximálně 0.15/4!.

L Věta 4.29 (Rolleova věta). Necht’ f je spojitá na intervalu [a, b], f ′(x) existuje
pro každé x ∈ (a, b) a f(a) = f(b). Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, že f ′(ξ) = 0.

L Věta 4.30 (Lagrangeova věta o středńı hodnotě). Necht’ je funkce f spojitá na
intervalu [a, b] a má derivaci v každém bodě intervalu (a, b). Pak existuje ξ ∈ (a, b)
tak, že

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Odsud dokážeme vztah monotonie a derivace.

Věta 4.31 (zobecněná Rolleova věta). Necht’ f je spojitá na intervalu [a, b], f (n+1)(x)
existuje pro každé x ∈ (a, b), f(a) = f(b) = 0 a dále f (k)(a) = 0 pro k ≤ n. Pak
existuje ξ ∈ (a, b) tak, že f (n+1)(ξ) = 0.

(Důkaz přenechán laskavému čtenáři jako cvičeńı.)

Důsledek: pěkný d̊ukaz Taylorovy věty s Lagrangeovým tvarem zbytku.



Kapitola 5

Primitivńı funkce

Motivačńı otázky: když známe pro každý čas př́ıtok vody do bazénu, jak zjistit,
kolik v něm bude vody za hodinu (pokud se př́ıtok měńı)? jak zjistit obsah pod
sinusoidou (řekněme na intervalu [0, π])?
Pod́ıvejme se podrobněji na druhý problém: Jeden př́ıstup je “brutálně informa-
tický”: sinus nasamplujeme, třeba pravidelně, a správně sečteme. Pokud bude krok
samplováńı x = π/n, dostaneme součet

x(sin 1x+ sin 2x+ sin 3x+ · · ·+ sinnx) .

Podle vzorce, který snad znáte ze cvičeńı v ZS je tento součet roven

x ·
cos 1

2x− cos(n+ 1
2 )x

2 sin x
2

.

Spočteme-li limitu pro x → 0, dostaneme snadno (K zamyšleńı: oveřte!), že
samplované součty se bĺıž́ı ke 2.
Tento postup dává správný výsledek, má však dvě vady: Jednak, neńı jasné, jestli
naše volba samplováńı výsledek neovlivnila. (K zamyšleńı: Vymyslete funkci,
která pomoćı výše uvedeného postupu má “součet” 0, ale přitom to vypadá, že by
sṕı̌s měla mı́t “součet” 1. Tip: neměla by být spojitá!) Toto však vyjasńıme, až
budeme zkoumat tzv. Riemann̊uv integrál. Vážněǰśı vada je to, že jsme uměli seč́ıst
př́ıslušný výraz s n siny jen d́ıky klice . . .
Půjdeme tedy na to jinak, plochu budeme zkoumat obecněji pod křivkou sinus na
intervalu [0, x] (to se bude značit

∫ x
0

sinx dx). Všimneme si, že rychlost, kterou

tato plocha přibývá je (v bodě x) rovna sinx. Č́ımž jsme zpátky u prvńı otázky s
př́ıtokem vody do bazénu, nebo obecněji u primitivńı funkce.

5.1 Základńı vlastnosti

Definice. Necht’ je funkce f definována na otevřeném intervalu I. Řekneme, že
funkce F je primitivńı funkce k funkci f , pokud pro každé x ∈ I existuje F ′(x) a
F ′(x) = f(x).

L Věta 5.1 (o jednoznačnosti primitivńı funkce až na konstantu). Necht’ F a G
jsou primitivńı funkce k f na otevřeném intervalu I. Pak existuje c ∈ R tak, že
G(x) = F (x) + c pro všechna x ∈ I.

Poznámka. Takže, známe-li jednu primitivńı funkci F k f , známe všechny: je to
množina {F (x) + C;C ∈ R}. Tuto množinu znač́ıme

∫
f(x) dx. Ṕı̌seme∫

f(x) dx = F (x) + C .

5
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Př́ıklad. Př́ımo z definice snadno spočteme primitivńı funkce k xn, ex, sinx, cosx,
atd., protože př́ımo vid́ıme, že se jedná o “tabukovou” derivaci jiné funkce. Někdy
(často) ale v f(x) př́ımo neobjev́ıme derivaci jiné funkce. Pro takové př́ıpady od-
vod́ıme několik vět a postup̊u, co dělat. Bohužel (na rozd́ıl od derivace) tyto postupy
nefunguj́ı vždy.

Poznámka. 1) Funkce signum nemá na R primitivńı funkci.
2) Obecněji: Pokud f má na otevřeném intervalu I primitivńı funkci, pak f má na I
Darbouxovu vlastnost, tedy pro každý interval J ⊆ I je f(J) interval. (Jinak řečeno:
nabývá mezihodnot.) K zamyšleńı: Zkuste se přemluvit, že by to tak mělo být, tj.
že derivace libovolné funkce má Darbouxovu vlastnost.
3) Pro každou spojitou funkci existuje primitivńı funkce (to neńı vidět, ale brzy to

dokážeme). Funkce e−x
2

je spojitá na R, takže má na R primitivńı funkci. Ta ale
nejde vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı (sinus, cosinus, exponenciála, logarit-
mus, . . . ). Protože tato primitivńı funkce je užitečná (ve statistice), zavád́ı se tzv.
chybová funkce

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt .

(Co je
∫ x
0

jsme ještě nedefinovali, vydržte :–)
4) Primitivńı funkce k jakékoli funkci ma všude vlastńı derivaci, tedy je spojitá.
5) K zamyšleńı: Zkuste vymyslet nespojitou funkci, která má primitivńı funkci.
Jinak řečeno, najděte funkci (třeba na R), která má v každém bodě derivaci, avšak
tato derivace neńı spojitá. (VAR: Prozradit konkrétńı funkci ...)

L Věta 5.2 (linearita primitivńı funkce). Necht’ f má primitivńı funkci F a g má
primitivńı funkci G na otevřeném intervalu I a necht’ α, β ∈ R. Pak αf +βg má na
I primitivńı funkci αF + βG.

T Věta 5.3 (1. o substituci při výpočtu prim. funkce). Necht’ F je primitivńı funkce
k f na (a, b). Necht’ ϕ je funkce definovaná na (α, β) s hodnotami v intervalu (a, b),
která má v každém bodě z (α, β) vlastńı derivaci. Pak∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) na (α, β) .

T Věta 5.4 (2. o substituci při výpočtu prim. funkce). Necht’ funkce ϕ má v každém
bodě intervalu (α, β) vlastńı nenulovou derivaci a ϕ

(
(α, β)

)
= (a, b). Necht’ funkce

f je definována na intervalu (a, b) a plat́ı∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = G(t) na (α, β) .

Pak ∫
f(x) dx = G

(
ϕ−1(x)

)
na (a, b) .

(V d̊ukazu druhé časti jsme použili (a nedokázali), že ϕ muśı být monotónńı.)

Př́ıklad. 1)
∫

sin 2tdt: Vezmeme f(x) = sinx, ϕ(t) = 2t, (a, b) = (α, β) =
(−∞,∞). Vı́me, že primitivńı funkce k f(x) je F (x) = − cosx. Podle prvńı časti
věty tedy plat́ı, že

∫
sin 2tdt = 1

2

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = − 1

2 cos 2t.

2)
∫
te−t

2

dt: Na tomto př́ıkladu si ukážeme jiný zápis; méně formálńı, avšak praktičtěǰśı:

• substituujeme x = −t2 (podrobněji, x je funkce t, a x(t) = −t2).
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• Plat́ı x′(t) = −2t. M̊užeme psát dx
dt = −2t, neboli

• dx = −2tdt.

• M̊užeme tedy psát (protože “by to tak mělo být”, resp. protože to plyne z věty
o substituci, kde ověř́ıme podmı́nky na funkci x(t) = ϕ(t)):

∫
te−t

2

dt = − 1
2

∫
e−t

2

(−2t) dt = − 1
2

∫
ex dx = − 1

2e
x + C = − 1

2e
−t2 + C

3)
∫

1√
1−x2

dx: Zde použijeme druhou větu o substituci. Idea je, že dosad́ıme x =

sin t, č́ımž se výraz pod odmocninou zjednoduš́ı.

L Věta 5.5 (integrace per partes). Necht’ I je otevřený interval a funkce f a g jsou
spojité na I. Necht’ F je primitivńı funkce k f na I a G je primitivńı funkce k g na
I. Pak plat́ı∫

g(x)F (x) dx = G(x)F (x)−
∫
G(x)f(x) dx na I, MLPSS.

K zamyšleńı: Nakreslete výstižný obrázek!

Př́ıklad.
∫
xex dx

5.2 Integrace racionálńıch funkćı

Definice. Racionálńı funkćı rozumı́me pod́ıl dvou polynom P/Q, kde Q neńı nulový
polynom.

Překvapivé a pro mnoho výpočt̊u užitečné je to, že každou racionálńı funkci můžeme
psát v jistém speciálńım tvaru – nebýt toho, že v reálných č́ıslech nelze odmocňovat
záporná č́ısla, tak by ten speciálńı tvar byl součet výraz̊u typu 1

(x−xi)k . Připomeňme

si napřed některé vlastnosti polynomů.

(a) Necht’ P je polynom. Pak P (a) = 0 právě když existuje polynom Q tak, že
P (x) = (x− a)Q(x). (Jeden směr je zřejmý, pro druhý je třeba dělit polynom
P (x) polynomem x− a a všimnout si, jaký může být zbytek.)

(b) (základńı věta algebry) Necht’ P (x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, aj ∈ C, an 6= 0.

Pak existuj́ı č́ısla x1, . . . , xn ∈ C tak, že

P (x) = an(x− x1) · · · (x− xn), x ∈ C .

Přestože se tomuto tvrzeńı ř́ıká základńı věta algebry, algebraické je na něm jen
tvrzeńı z minulého bodu (a). Pak je třeba dokázat, že v C má každý polynom
aspoň jeden kořen, což neńı těžké, ale z časových d̊uvod̊u vynecháme.

(c) Věta by se dala dokázat např. takto: zkuśıme x vyjádřit ve tvaru x = Reit,
kde R je reálné a t ∈ [0, 2π]. Jako jeden extrém dosad́ıme R = 0, jako druhý
extrém R hodně velké (a t necháme prob́ıhat interval [0, 2π]). Co můžete ř́ıct
o hodnotách P (x) pro takovéto volby x? Plyne odsud něco pro hodnotu P (x)
v bodech mezi?
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(d) Bohužel nelze zaručit, že kořeny xi budou reálné, ani když koeficenty ai jsou
všechny reálné – viz např. polynom x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

(e) O komplexńıch kořenech polynomů: Necht’ P je polynom s reálnými koeficienty
a z ∈ C je kořen P násobnosti k ∈ N. Pak i z je kořen násobnosti k.

(f) O polynomech s reálnými koeficienty: Každý polynom s reálnými koeficienty
lze napsat jako součin polynomů lineárńıch (tj. x + c) a kvadratických (tj.
x2 + ax+ b) s reálnými koeficienty a př́ıp. konstanty.

Z předchoźıch úvah plyne, že každý polynom Q lze psát ve tvaru, jaký požaduje
následuj́ıćı d̊uležitá věta.

T Věta 5.6 (o rozkladu na parciálńı zlomky). Necht’ P a Q jsou polynomy s
reálnými koeficienty takové, že

1. stupeň P je menš́ı než stupeň Q

2. Q(x) =
∏
i(x − xi)pi

∏
j(x

2 + ajx + bj)
qj kde žádný kvadratické členy nemá

kořen, všechny jsou navzájem r̊uzné, i všechny lineárńı členy jsou navzájem
r̊uzné. Samozřejmě, aj , bj , xi jsou reálná č́ısla, pi, qj ≥ 1 přirozená č́ısla.

Pak existuj́ı jednoznačně určená č́ısla Ai,k, Bj,k, Cj,k, že plat́ı

P (x)

Q(x)
=
∑
i

pi∑
k=0

Ai,k
(x− xi)k

+
∑
j

qj∑
k=0

Bj,kx+ Cj,k
(x2 + ajx+ bj)k

(Důkaz jen pro př́ıpad, kdy Q(x) má všechny kořeny reálné a navzájem r̊uzné.)

Jak tedy integrovat racionálńı funkci?

1. Částečně vyděĺıme, č́ımž dostaneme polynom a zlomek, v němž čitatel má
nižš́ı stupeň než jmenovatel.

2. Tento zlomek podle výše uvedené věty rozlož́ıme na součet parciálńıch zlomk̊u.

3. S těmi nalož́ıme následuj́ıcně:

•
∫

1
x−α = ln |x− α|+ C

• (pro k > 1)
∫

1
(x−α)k = 1

−k+1
1

(x−α)k−1

•
∫

2x+p
x2+px+q = ln |x2 + px+ q|+ C (substituce)

• (pro k > 1)
∫

2x+p
(x2+px+q)k

= 1
−k+1

1
(x2+px+q)k−1 + C

•
∫

1
x2+1 = arctg x+ C

• (for k > 1)
∫

1
(x2+1)k+1 = 1

2k
x

(1+x2)k
+
(
1− 1

2k

) ∫
1

(1+x2)k

• Integrály s obecným kvadratickým vzorcem ve jmenovateli a konstantou
v čitateli zvládneme úpravou na čtverec:

x2 + px+ q = (x+ p/2)2 +
(
q − (p/2)2

)
= k

((
x+ p/2√

k

)2

+ 1

)
(kde znač́ıme pro jednoduchost k = q − (p/2)2). Pak substitućı u =
x+p/2√

k
to převedeme na jeden z předchoźıch dvou typ̊u. T́ım dostaneme

následuj́ıćı

•
∫

1
x2+px+q = 1√

q− p24
arctg

(
x+ p

2√
q− p24

)
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5.3 Doporučené substituce

Jednoduché (1) Necht’ a ∈ R. Při integraci funkćı typu∫
R (eax) dx

použ́ıváme substituci

t = eax, dt = aeax dx

(2) Při integraci funkćı typu ∫
R (log x)

1

x
dx

použ́ıváme substituci

t = log x, dt =
1

x
dx

Trigonometrické funkce

Definice. Racionálńı funkćı dvou proměnných rozumı́me pod́ıl dvou polynom R(a, b) =
P (a,b)
Q(a,b) , kde P (a, b) a Q(a, b) jsou polynomy dvou proměnných a Q neńı identicky nu-

lový.

(3) Při integraci funkćı ∫
R(sinx, cosx) dx

použ́ıváme substituce:

1. pokud R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), pak už́ıváme substituci t = cosx.

2. pokud R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), pak už́ıváme substituci t = sinx.

3. pokud R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), pak už́ıváme substituci t = tg x.

Bude se nám hodit, že cos2 x = 1
1+t2 a sin2 x = t2

1+t2 . Tud́ıž dx = dt
1+t2 .

4. vždy funguje substituce t = tg x
2 . Bude se nám hodit, že sinx = 2t

1+t2 , cosx =
1−t2
1+t2 . Tud́ıž dx = 2 dt

1+t2 .

Proč to funguje: (jen pro př́ıpad 1., ostatńı jsou obdobné) Pokud plat́ı R(−s, c) =

−R(s, c), tak R(s, c) lze napsat jako pod́ıl dvou polynomů R(s, c) = P (s,c)
Q(s,c) , přičemž

jeden z polynomů P , Q je sudý v s (tj. obsahuje jen sudé mocniny s), druhý lichý
v s (tj. obsahuje jen liché mocniny s). Odsud vid́ıme, že R(s, c) = f(s2, c) · s pro
vhodnou funkci f . Činitel s = sinx nám dá derivaci cosinu, kterou potřebujeme
do substituce a to, že všechny výskytu sinu jsou v sudé mocnině nám umožńı jej
vyjádřit pomoćı cosinu (a bez odmocňováńı! – to by nás totiž nutilo zkoumat, jaké
má sinus na kterém intervalu znaménko a na jiném by výpočet nefungoval).

Dobrá rada: Pokud je možné použ́ıt (i) nebo (ii), je výpočet většinou nejsnazš́ı.
Substituci (iv) je dobré použ́ıvat jen, když nelze použ́ıt (i), (ii) ani (iii).
Poznámka: Po substituci t = tanx a t = tan x

2 je většinou nutné primitivńı funkci
po formálńım spočteńı ještě ‘lepit’: výpočet totiž funguje jen na intervalech, kde je
tanx, resp. tanx/2 definovaný, ačkoliv integrál existuje třeba na celém R.
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Integrace funkćı obsahuj́ıćıch odmocniny (4) Necht’ q ∈ N a ad 6= bc. Při
integraci funkćı typu ∫

R

(
x,
(ax+ b

cx+ d

) 1
q

)
použ́ıváme substituci

t =
(ax+ b

cx+ d

) 1
q

.

Bude se nám hodit, že x = dtq−b
a−ctq , a tud́ıž

dx = qtq−1
ad− bc

(a− ctq)2
dt .

Eulerovy substituce (5) Necht’ a 6= 0. Při integraci funkćı typu∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

použ́ıváme následuj́ıćı substituce:
a) Polynom ax2 + bx+ c má dvojnásobný kořen α a a > 0, pak√

ax2 + bx+ c =
√
a|x− α|

a jedná se v podstatě o integraci běžné racionálńı funkce (řeš́ıme zvlášt pro x < α
a x > α).
b) Polynom ax2+bx+c má dva r̊uzné reálné kořeny α1 a α2. Pak úpravou převedeme

na tvar (4) pro odmocninu
√
ax−α1

x−α2
nebo

√
aα1−x
x−α2

.

c) Polynom ax2 + bx+ c nemá reálný kořen a tedy a > 0. Pak použijeme substituci√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t.

Po umocněńı na druhou dostaneme ax2 + bx+ c = ax2 + 2t
√
ax+ t2. Odsud snadno

vyjádř́ıme x = t2−c
b−2t

√
a
, tedy i spočteme dx =

(
t2−c

b−2t
√
a

)′
dt .

Poznámka. Stejně dobře by fungovala substituce
√
ax2 + bx+ c = tx+

√
c.

Př́ıklad.
∫

1
(1+x2)n dx řeš́ıme pomoćı per-partes (funkce, kterou budeme integrovat

je 1, kterou si přimysĺıme).

In =
∫ π
0
/2 sinn xdx. Pomoćı per-partes źıskáme rekurenci, vyjde I2n = (2n−1)!!

(2n)!!
π
2 a

I2n+1 = (2n)!!
(2n+1)!! Protože se dá snadno ukázat, že limn→∞

In−1

In
= 1, źıskáme odsud

Wallisovu formuli pro π:

π

2
=

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1



Kapitola 6

Určitý integrál

6.1 Riemann̊uv integrál

Nyńı se konečně dostaneme k tomu, jak měřit plochu.

Definice. Konečnou množinu {xj , j = 0, . . . , n} nazýváme děleńım intervalu [a, b],
jestlǐze a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. Řekneme, že děleńı D′ intervalu [a, b]
je zjemněńım děleńı D intervalu [a, b], jestlǐze D′ ⊇ D.

Poznámka. Podle definice m̊uže být D = D′. To je trochu divné jazykově, ale
přirozeněǰśı matematicky.

Definice. Necht’ f je omezená funkce definovaná na intervalu [a, b] a D je děleńı
[a, b]. Definujme horńı a dolńı součty

S(f,D) =

n∑
j=1

sup{f(x); x ∈ [xj−1, xj ]}(xj − xj−1),

s(f,D) =

n∑
j=1

inf{f(x); x ∈ [xj−1, xj ]}(xj − xj−1),

horńı Riemann̊uv integrál

(R)

∫ b

a

f(x) dx = inf
{
S(f,D); D je děleńı [a, b]

}
a dolńı Riemann̊uv integrál

(R)

∫ b

a

f(x) dx = sup
{
s(f,D); D je děleńı [a, b]

}
.

Pokud (R)
∫ b
a
f(x) dx = (R)

∫ b
a
f(x) dx, pak řekneme, že f je Riemannovsky integro-

vatelná a klademe

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (R)

∫ b

a

f(x) dx.

Množinu funkćı maj́ıćıch Riemann̊uv integrál znač́ıme R[a, b].

K zamyšleńı: Najděte (co “nejjednodušš́ı”) funkci na [0, 1], která má dolńı integrál
0 a horńı integrál 1.

11
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L Věta 6.1 (o zjemněńı děleńı). Necht’ f je omezená funkce na [a, b], D a D′ jsou
děleńı intervalu [a, b] a D′ zjemňuje D. Pak

s(f,D) ≤ s(f,D′) ≤ S(f,D′) ≤ S(f,D).

L Věta 6.2 (o dvou děleńıch). Necht’ f je omezená funkce na [a, b] a D1, D2 jsou
děleńı intervalu [a, b]. Pak

s(f,D1) ≤ S(f,D2).

Definice. Necht’ D = (xj)
n
j=0 je děleńı [a, b]. Čı́slo ν(D) = maxj=1,...,n |xj − xj−1|

nazveme normou děleńı D.

Př́ıklad. Spočtěme podle definice Riemann̊uv integrál z f(x) = x2 na [0, 1]. Zvoĺıme-
li děleńı Dn = (xj)

n
j=0, je horńı součet S(f,Dn) =

∑n
j=1

1
n ( jn )2 = 1

n3

∑n
j=1 j

2 =
n(n+1/2)(n+1)

3n3 . To je o něco v́ıc než 1/3, a zjevně je lim
n→∞

S(f,Dn) = 1/3.

Obdobným součtem (rozmyslete) dostaneme dolńı součet s(f,Dn) = n(n−1/2)(n−1)
3n3 .

Opět je limita 1/3, tentokrát je to o něco méně.

1) K zamyšleńı: Rozmyslete si, zda odsud už plyne, že (R)
∫ 1

0
x2 dx = 1/3. (V

definici je supremum, resp. infimum přes všechna děleńı – nevad́ı to?)
2) K zamyšleńı: Rozmyslete si, zda tento postup (zvoĺıme jednu posloupnost
děleńı) muśı fungovat, nebo zda jsme měli kliku.
3) Jak vid́ıme, jde to, ale ne úplně pohodlně. Cı́lem této definice neńı ani tak, aby
se podle ńı př́ımo poč́ıtalo, jako to, abychom měli jasně dáno, jak jde poč́ıtat obsah
plochy.

T Věta 6.3 (kritérium existence R. integrálu). Necht’ f je omezená funkce na [a, b].
Pak

f ∈ R[a, b]⇔ ∀ε > 0 ∃ děleńı D [a, b] : S(f,D)− s(f,D) < ε.

L Věta 6.4 (monotonie integrálu). f, g ∈ R[a, b], f ≤ g, pak (R)
∫ b
a
f ≤ (R)

∫ b
a
g.

Věta 6.5 (linearita integrálu). Pokud f, g ∈ R[a, b], α ∈ R, tak f+g ∈ R[a, b], αf ∈
R[a, b] a plat́ı

(R)

∫ b

a

f + g = (R)

∫ b

a

f + (R)

∫ b

a

g a (R)

∫ b

a

αf = α · (R)

∫ b

a

f.

(Bez d̊ukazu.)

Poznámka. Riemann̊uv integrál má i daľśı (přirozené) vlastnosti:

• Aditivita vzhledem k interval̊um: Necht’ a < b < c. Pokud f ∈ R[a, c], pak také
f ∈ R[a, b], f ∈ R[b, c] a plat́ı

(R)

∫ c

a

f = (R)

∫ b

a

f + (R)

∫ c

b

f.

• Hodnota Riemannova integrálu se nezměńı, změńıme-li funkce v konečně mnoha
hodnotách.

• Pokud f ∈ R[a, b], pak také f+ a f− patř́ı do R[a, b]. Plat́ı |
∫ b
a
f | ≤

∫ b
a
|f |.

L Věta 6.6 (vztah monotonie a Riemannovské integrovatelnosti). Necht’ f je (ome-
zená) monotónńı funkce na intervalu [a, b]. Pak f ∈ R[a, b].

Definice. Řekneme, že funkce f je stejnoměrně spojitá na intervalu I, pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ I : |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.
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Fakt. Necht’ f je spojitá na omezeném uzavřeném intervalu [a, b], pak f je stej-
noměrně spojitá na [a, b].

T Věta 6.7 (o vztahu spojitosti a Riemannovské integrovatelnosti). Necht’ f je
spojitá na [a, b], pak f ∈ R[a, b].

T Věta 6.8 (o derivaci integrálu podle horńı meze). Necht’ J je neprázdný interval
a f ∈ R[α, β] pro každé α, β ∈ J . Necht’ c ∈ J je libovolný pevný bod. Definujme na
J funkci

F (x) =

{
(R)

∫ x
c
f(t) dt x ≥ c ;

−(R)
∫ c
x
f(t) dt x ≤ c .

Pak plat́ı

• F je spojitá na J .

• Jestlǐze je f spojitá v bodě x0 ∈ J , pak F ′(x0) = f(x0).

Důsledek:
(i) Je-li f spojitá na (a, b), pak má na (a, b) primitivńı funkci (Věta 6.9).
(ii) Necht’ f je spojitá na intervalu [α, β], α, β ∈ R. Pak

(R)

∫ β

α

f(t) dt = lim
x→β−

F (x)− lim
x→α+

F (x),

kde F je primitivńı funkce k f na (α, β).

T Věta 6.9 (o vztahu spojitosti a existence primitivńı funkce). Necht’ I je otevřený
interval a f je spojitá funkce na I. Pak f má na I primitivńı funkci.
(Důsledek Vět 6.8 a 6.7.)

Definice. Řekneme, že funkce f má na intervalu (a, b) Newton̊uv integrál, jestlǐze
má na (a, b) primitivńı funkci F a limx→a+ F (x) a limx→b− F (x) jsou vlastńı. Hod-
notou Newtonova integrálu rozumı́me č́ıslo

(N)

∫ b

a

f(t) dt = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

(výraz na pravé straně znač́ıme zkráceně [F (x)]ba).

L Věta 6.10 (per partes pro určitý integrál). Necht’ f, f ′, g, g′ jsou spojité na
intervalu [a, b]. Potom∫ b

a

f(x)g′(x) dx = [f(x)g(x)]ba −
∫ b

a

f ′(x)g(x) dx, .

Věta 6.11 (o substituci pro určitý integrál). (i) Necht’ f je spojitá na intervalu [a, b]
a ϕ : [α, β] → [a, b] je funkce, která má na intervalu [α, β] spojitou prvńı derivaci.
Pak ∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(x) dx.

(ii) Necht’ f je spojitá na intervalu [a, b] a ϕ : [α, β] → [a, b] je na a má na [α, β]
vlastńı spojitou nenulovou derivaci. Pak∫ b

a

f(x) dx = [Φ(ϕ−1(t))]ba = [Φ(t)]
ϕ−1(b)
ϕ−1(a) =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt,

kde Φ je primitivńı funkce k f ◦ ϕ · ϕ′.
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(Bez d̊ukazu.)

Poznámka. V předchoźı větě neńı nezbytné, aby ϕ byla definovaná na celém uzavřeném
intervalu [α, β]. M̊užeme také vźıt funkci definovanou na (α, β), a meze přepoč́ıtat
pomoćı limit.

6.2 Aplikace určitého integrálu

Definice. Necht’ f : [a, b] → R je nezáporná spojitá funkce, pak obsahem plochy
pod grafem funkce f nazveme

Obsah(f, [a, b]) = (N)

∫ b

a

f(x) dx.

Definice. Necht’ f : [a, b] → R je spojitá funkce a necht’ D = (xj)
n
j=0 je děleńı

intervalu [a, b]. Označme

L(f,D) =

n∑
j=1

√
(xj − xj−1)2 + (f(xj)− f(xj−1))2.

Délkou křivky f nazveme

L
(
f([a, b])

)
= sup

{
L(f,D); D je děleńı [a, b]

}
.

T Věta 6.12 (délka křivky). Necht’ f má na intervalu [a, b] spojitou prvńı derivaci.
Pak

L
(
f([a, b])

)
=

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx

Věta 6.13 (délka křivky v Rn). Necht’ ϕ : [a, b]→ Rn je spojitá a má spojitou prvńı
derivaci. Pak

L
(
ϕ([a, b])

)
=

∫ b

a

√
(ϕ′1(x))2 + (ϕ′2(x))2 + . . .+ (ϕ′n(x))2 dx

(Bez d̊ukazu.)

Věta 6.14 (objem a povrch rotačńıho tělesa). Necht’ f : [a, b] → R je spojitá a
nezáporná. Označme

T =
{

[x, y, z] ∈ R3 : x ∈ [a, b] a
√
y2 + z2 ≤ f(x)

}
.

těleso vzniklé rotaćı grafu funkce f(x) kolem osy x. Pak

Objem(T ) = π

∫ b

a

(f(x))2 dx.

Je-li nav́ıc f ′ spojitá na [a, b], pak

Obsah povrchu(T ) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

(Nepoč́ıtáme objem dvou kruhových podstav, jen pláště.)

(Bez d̊ukazu.)
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L Věta 6.15 (aproximace součt̊u pomoćı integrál̊u). Necht’ f je nerostoućı na
intervalu [a − 1, b] (resp. [a, b + 1]) a necht’ je na tomto intervalu (Riemannovsky)
integrovatelná. Bud’ ck = f(k). Pak

b∑
k=a

ck ≤
∫ b

a−1
f(x) dx (6.1)

b∑
k=a

ck ≥
∫ b+1

a

f(x) dx (6.2)

(6.3)

Pokud je f neklesaj́ıćı, plat́ı nerovnosti opačné.

Př́ıklad. Odhadněme Hn =
∑n
k=1

1
k .

Věta 6.16 (integrálńı kritérium konvergence řad). Necht’ f je nezáporná, nerostoućı
a spojitá na intervalu [n0−1,∞) pro nějaké n0 ∈ N. Necht’ pro posloupnost an plat́ı
an = f(n) pro všechna n ≥ n0. Pak

(N)

∫ ∞
n0

f(x) dx <∞⇔
∞∑
n=1

an konverguje.

(Bez d̊ukazu.)

Př́ıklad. Pro která a konverguje řada
∑∞
n=1

1
na ?
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Kapitola 7

Funkce v́ıce proměnných

Budeme se zabývat výrazy, ve kterých vystupuje v́ıce nezávislých proměnných.
Nauč́ıme se mj., jak hledat maxima/minima takových výraz̊u, a jak je aproximovat
pomoćı ‘tečen’ (tak např. spočteme 1.10.98). Napřed ale pár pojmů.

Definice. Funkćı n reálných proměnných rozumı́me zobrazeńı f : M → R, kde
M ⊆ Rn. Množina M se nazývá definičńı obor funkce f a znač́ı Df .

Definice. Bud’ a = (a1, . . . , an) ∈ Rn libovolný bod a δ > 0. Pak δ-okoĺım bodu a
nazveme množinu

U(a, δ) = (a1 − δ, a1 + δ)× (a2 − δ, a2 + δ)× · · · × (an − δ, an + δ)

a prstencovým δ-okoĺım množinu P (a, δ) = U(a, δ) \ {a}.
Množinu G ⊆ Rn je otevřená, pokud

∀x ∈ G ∃δ > 0 : U(x, δ) ⊆ G .

Množina F se nazývá uzavřená, pokud jej́ı doplněk, tj. Rn \ F je otevřená.

Př́ıklad. Pro n = 1 jsou otevřené intervaly př́ıklady otevřených množin, uzavřené
intervaly př́ıklady množin uzavřených.

K zamyšleńı: Kdybychom definovali U(x, δ) jinak, konkrétně jako množinu bod̊u,
jejichž vzdálenost od x je menš́ı než δ, dostali bychom stejné otevřené množiny.

Definice limity i spojitosti je skoro stejná jako pro funkce jedné proměnné, jenom
si ted’ zavedeme dva pojmy: limita a limita vzhledem k množině.

Definice. Necht’ f : M → R, M ⊆ Rn. Řekneme, že f má v bodě a ∈ Rn limitu
rovnou A ∈ R∗, jestlǐze plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ U(A, ε).

Znač́ıme lim
x→a

f(x) = A. Řekneme, že f má v bodě a ∈ Rn limitu vzhledem k M

rovnou A ∈ R∗, jestlǐze plat́ı tvrzeńı výše, v němž mı́sto P (a, δ) ṕı̌seme P (a, δ)∩M .
Znač́ıme lim

x→a;x∈M
f(x) = A.

Definice. Necht’ f : M → R, M ⊆ Rn, a ∈M . Řekneme, že f je v a spojitá/resp.
spojitá vzhledem k M , jestlǐze

lim
x→a

f(x) = f(a)

(resp. limx→a;x∈M f(x) = f(a)).

Zřejmě plat́ı aritmetika limit, věta o strážńıćıch i věta o spojitosti složené funkce,
a proto je budeme použ́ıvat na cvičeńı.
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7.1 Parciálńı derivace a totálńı diferenciál

Definice. Necht’ G ⊆ Rn je otevřená, i ∈ {1, . . . , n}, f : G→ R a x ∈ G. Parciálńı
derivaćı funkce f v bodě x podle i-té proměnné nazveme

∂f

∂xi
(x) = lim

t→0

f(x1, . . . , xi + t, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn)

t
,

pokud limita existuje.

Př́ıklad. Necht’ f(x, y) = ex. Pak ∂f
∂x = ex, zat́ımco ∂f

∂y = 0. (Znáte vtip o derivaci

podle y?)

Definice. Necht’ M ⊆ Rn, f : M → R a x0 ∈M . Řekneme, že f nabývá v bodě x0
svého minima (lokálńıho minima) vzhledem k M , pokud

pro všechna x ∈M plat́ı f(x) ≥ f(x0)(
existuje δ > 0, že pro všechna x ∈M ∩ P (x0, δ) plat́ı f(x) ≥ f(x0)

)
.

Analogicky definujeme maximum (lokálńı maximum) a ‘ostré varianty’.

L Věta 7.1 (nutná podmı́nka existence extrému funkce v́ıce proměnných). Necht’
G ⊆ Rn je otevřená, i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ G a f : G → R. Má-li f v bodě a lokálńı
minimum (maximum) a existuje-li ∂f

∂xi
(a), pak ∂f

∂xi
(a) = 0.

Někdy neńı úplně jasné, zda nalezené “podezřelé body” s nulovými derivacemi jsou
skutečně extrémy. Už u funkćı jedné proměnné nám druhá derivace pomohla poznat,
zda je bod a, kde f ′(a) = 0 minimum (pokud f ′′(a) > 0, f je konvexńı) nebo
maximem (pokud f ′′(a) < 0 a f je konkávńı), nebo ani jedno (pokud f ′′(a) = 0 . . .
pak v a může (ale nemuśı!) být inflexńı bod (př́ıklad?)). Obdobně zde, jen situace
bude maličko složitěǰśı. Definice však je př́ımočará:

Definice. Druhou parciálńı derivaćı funkce f rozumı́me parciálńı derivaci některé
parciálńı derivace f , pokud existuj́ı. Pořádně:
Necht’ f má na otevřené množině G ⊆ Rn parciálńı derivaci ∂f

∂xi
, i ∈ {1, . . . , n}. Pak

definujeme pro a ∈ G a j ∈ {1, . . . , n} druhou parciálńı derivaci, kterou zapisujeme

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂

∂xi

( ∂f
∂xj

)
(a) pro i 6= j

a

∂2f

∂x2i
(a) =

∂

∂xi

( ∂f
∂xi

)
(a)

Obdobně definujeme a zapisujeme derivace vyšš́ıch řad̊u.
Pokud G ⊆ Rn je otevřená množina a f má všechny parciálńı derivace spojité,
ř́ıkáme, že f je prvek C1(G). Obdobně, f je v C2(G), pokud má spojité všechny
druhé parciálńı derivace, atd.

Věta 7.2 (záměnnost smı́̌sených derivaćı). Pokud má funkce f v bodě a ∈ Rn

spojitou parciálńı derivaci ∂2f
∂xi∂xj

, pak existuje i ∂2f
∂xj∂xi

(a) a je rovna ∂2f
∂xi∂xj

(a).

(Bez d̊ukazu.)

K zamyšleńı: Nalezněte f , pro kterou obě výše zmı́něné parciálńı derivace existuj́ı,
ale nerovnaj́ı se.
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Věta 7.3 (postačuj́ıćı podmı́nky pro lokálńı extrém). Necht’ G ⊆ Rn je otevřená
množina, a ∈ G a necht’ f ∈ C2(G). Necht’ df(a) = 0 (tedy a je bod podezřelý na
lokálńı extrém).

• Je-li D2f(a) pozitivně definitńı, pak a je bod lokálńıho minima.

• Je-li D2f(a) negativně definitńı, pak a je bod lokálńıho maxima.

• Je-li D2f(a) indefinitńı, pak v a neńı extrém.

Zde D2f(a) znač́ı tzv. Hessián – n× n matici všech druhých parciálńıch derivaćı v

bodě a, tj. D2f(a) =
(
∂2f(a)
∂xi∂xj

)n
i,j=1

.

(Bez d̊ukazu.)

Znalosti o definitńıch matićıch jste mohli źıskat v lineárńı algebře, zde jen stručně.
Napřed definice, bud’ M matice n× n. Řekneme, že M je

• pozitivně definitńı pokud ∀x ∈ Rn xTMx > 0

• negativně definitńı pokud ∀x ∈ Rn xTMx < 0

• pozitivně semidefinitńı pokud ∀x ∈ Rn xTMx ≥ 0

• negativně semidefinitńı pokud ∀x ∈ Rn xTMx ≤ 0

• indefinitńı pokud neńı ani pozitivně semidefinitńı, ani negativně semidefinitńı.

Z r̊uzných možných kritéríı si zmı́ńıme Sylvestrovo determinantové: Pro matici M
označme Mi matici i× i obsahuj́ıćı prvńıch i řádek a prvńıch i sloupc̊u. Pak M je

• pozitivně definitńı právě když ∀i detMi > 0;

• negativně definitńı právě když ∀i detMi · (−1)i > 0;

• indefinitńı právě když existuj́ı vektory x, y ∈ Rn tak, že xTMx < 0 < yTMy.

• Pro M pozitivně/negativně semidefinitńı plat́ı prvńı nebo druhý bod s ne-
ostrou nerovnost́ı, tyto nerovnosti však nezaručuj́ı semidefinitnost! (Pro-
myslete si třeba matici s diagonálou 0, 1,−1 a nulami mimo diagonálu!)

Př́ıklad. Určete lokálńı extrémy a jejich typy pro funkci f(x, y) = x4 − x2 + y2

definovanou na celém R2. K zamyšleńı: Jsou tyto extrémy globálńı?

Značeńı: pokud a, b jsou body v Rm, tak symbolem [a, b] znač́ıme m-rozměrný in-
terval (kvádr): součin

m∏
i=1

[min{a, b},max{a, b}] .

T Věta 7.4 (o př́ır̊ustku funkce v́ıce proměnných). Necht’ f má vlastńı parciálńı
derivace v každém bodě m-rozměrného intervalu [a, b]. Pak existuj́ı body c1, . . . , cm ∈
[a, b] takové, že

f(b)− f(a) =

m∑
i=1

∂f

∂xi
(ci)(bi − ai) .

Poznámka. Kdybychom uměli derivovat složené funkce v́ıce proměnných, mohli
bychom tuto větu dokázat snáze a jen s použit́ım jednoho bodu ci. Použit́ım m bod̊u
si d̊ukaz umožńıme i bez vět, které jsme ještě neměli (a ke kterým naopak tuto větu
použijeme).
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L Věta 7.5 (parc.derivace a spojitost). Bud’ a ∈ Rn, ε > 0. Necht’ f : U(a, ε)→ R
má omezené všechny parciálńı derivace. Pak f je spojitá v a.
(K d̊ukazu stač́ı použ́ıt větu o př́ır̊ustku funkce v́ıce proměnných.)

L Věta 7.6 (o tvaru totálńıho diferenciálu). Necht’ G ⊆ Rn je otevřená, a ∈ G
a f : G → R. Necht’ existuje totálńı diferenciál f v bodě a, pak existuj́ı parciálńı
derivace ∂f

∂xi
(a) a pro všechna h ∈ Rn plat́ı

df(a)(h) =
∂f

∂x1
(a)h1 + . . .+

∂f

∂xn
(a)hn.

Definice. Necht’ G ⊆ Rn je otevřená, f : G → R, x ∈ G a 0 6= v ∈ Rn. Derivaćı
funkce f v bodě x ∈ G ve směru v nazveme

∂f

∂v
(x) = lim

t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
,

pokud limita existuje.

Poznámka. Zřejmě je ∂f
∂v (x) = ∇f(x) · v.

Definice. Necht’ G ⊆ Rn je otevřená, f : G → R a a ∈ G. Řekneme, že lineárńı
zobrazeńı L : Rn → R je totálńı diferenciál funkce f v bodě a, jestlǐze

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
= 0.

Znač́ıme df(a) a hodnotu v bodě h ∈ Rn znač́ıme df(a)(h).

L Věta 7.7 (tot.diferenciál a spojitost). Pokud funkce f má v bodě a ∈ R totálńı
diferenciál, tak je f v a spojitá.

L Věta 7.8 (Spojitost parc.derivaćı a tot.diferenciál). Pokud funkce f má v bodě
a ∈ R spojité všechny parciálńı derivace, pak f má v a totálńı diferenciál.

Definice. Vektor ∇f(a) =
(
∂f(a)
∂x1

, . . . , ∂f(a)∂xn

)
se nazývá gradient funkce f v bodě

a. Předchoźı věta ř́ıká, že df(a)(h) je skalárńı součin vektor̊u h a ∇f(a).

Geometrické významy gradientu

• směr největš́ıho př́ır̊ustku: rozd́ıl f(a+v)−f(a) je přibližně roven skalárńımu
součinu ∇f(a)·v. Při pevné velikosti v je toto největš́ı (resp. nejmenš́ı), pokud
je v kladný (resp. záporný) násobek gradientu ∇f(a).

• tečná nadrovina ke grafu f . Graf funkce f je množina (x, f(x)) v Rn+1. Jej́ı
normálový vektor v bodě (a, f(a)) je roven (∇f(a),−1). Tečná rovina má tedy
rovnici

xn+1 − f(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · (xi − ai) .

Př́ıklad. Spoč́ıtejme přiblǐzně 1.10.9. Označme f(x, y) = xy a pǐsme

f(x+ dx, y + dy)
.
= f(x, y) + df(x, y)(dx, dy) (7.1)

= f(x, y) +
∂f(x, y)

∂x
dx+

∂f(x, y)

∂y
dy (7.2)

Tedy konkrétně f(1 + 0.1, 1 − 0.1)
.
= f(1, 1) + 1 · 0.1 + 0 · (−0.1) = 1.1. (Přesná

hodnota je 1.0895 . . . .)
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7.2 Vektorové funkce – zobrazeńı do Rm

Definice. Vektorová funkce v́ıce proměnných je zobrazeńı f : M ⊆ Rn → Rm.
M̊užeme ji přirozeně chápat jako m-tici normálńıch funkćı v́ıce proměnných, tj.
f = (f1, . . . , fm), a fj : M → R.

Pro zobrazeńı f definujeme parciálńı derivaci ∂f
∂xi

= (∂f1∂xi
, . . . , ∂fm∂xi ).

Pro definici limity funkce f máme dvě přirozené možnosti. Bud’ můžeme maličko
modifikovat definici p̊uvodńı: řekneme, že limx→a f(x) = y pokud

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ U(a, δ)f(x) ∈ U(y, ε)

Definice vypadá stejně jako pro funkce Rn → R, jediný rozd́ıl je v tom, že bod y je
ted’ z Rm, takže i U(y, ε) má obecněǰśı význam.
Rozmyslete si, že tato definice je ekvivalentńı jinému př́ıstupu, kdy řekneme, že
limx→a f(x) = y pokud pro všechna j = 1, . . . ,m plat́ı limx→a fj(x) = yj .

Rozmyslete si, že pokud definujeme parciálńı derivaci ∂f
∂xi

pomoćı nově rozš́ı̌reného
pojmu limity, tak dostaneme stejnou definici jako výše.

Definice. Bud’ f : M ⊆ Rn → Rm zobrazeńı, jeho složky budeme značit f1, . . . ,
fm, proměnnou budeme psát x = (x1, . . . , xn). Totálńı diferenciál f v bodě a je
lineárńı zobrazeńı df(a) : Rn → Rm takové, že

f(a+ x)− f(a) = df(a)(x) + o(‖x‖) .

Jacobiho matice pro f v bodě a je

Df(a) = Jf (a) =
∂f

∂x
(a) =

(
∂fi
∂xj

(a)

)m
i=1

n

j=1

Poznámka. Terminologie i značeńı koĺısá.

Fakt: Matice linárńıho zobrazeńı df(a) je ∂f
∂x (a). To je analogie Věty 7.6 a dá se

pomoćı ńı také snadno dokázat.

Věta 7.9 (o aritmetice totálńıho diferenciálu). Necht’ f, g : G→ Rk pro otevřenou
G ⊆ Rn, a ∈ G a df(a), dg(a) existuj́ı. Pak existuj́ı i d(f+g)(a) a d(cf)(a) (c ∈ R).
a plat́ı

1. d(f + g)(a) = df(a) + dg(a)

2. d(cf)(a) = cd(f)(a)
(Bez d̊ukazu.)

Věta 7.10 (diferenciál složeného zobrazeńı). Necht’ g : Rs → Rn a f : Rn → Rk,
a ∈ Rs a b = g(a). Pak

df(g(x))
∣∣∣
x=a

= df(y)
∣∣∣
y=b

dg(x)
∣∣∣
x=a

(Jen náznak: pokud nahrad́ıme př́ır̊ustek f(a+ x)− f(a) hodnotou tot.diferenciálu
df(a)(x) (a chybu zanedbáme), tak je to jasné.)

L Věta 7.11 (řet́ızkové pravidlo).

∂

∂xi
g(f1(y), . . . , fn(y)) =

n∑
j=1

∂g

∂xj

∂fj
∂yi

.

Př́ıklad. Zkuste si zderivovat H(x) = xx jako složené zobrazeńı pro f(u, v) = uv a
u(x) = v(x) = x.
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7.3 Taylor̊uv polynom

Pokud chceme hodnotu funkce pobĺı̌z známého bodu aproximovat přesněji, než po-
moćı totálńıho diferenciálu, muśıme použ́ıt Taylor̊uv polynom pro v́ıce proměnných
vyšš́ıho řadu, analogicky k situaci z funkćı R→ R. Pro jeho efektńı zápis napřed ale
zaved’me šikovné značeńı pro zacházeńı s k-ticemi č́ısel. Bud’ α = (α1, . . . , αk) ∈ Nk
(takové α budeme nazývat multiindex).

• pro x = (x1, . . . , xk) polož́ıme xα = xα1
1 . . . xαkk

• |α| = α1 + · · ·+ αk

• α! = α1! · · ·αk!

•
(|α|
α

)
= |α|!

α! = |α|!
α1!···αk! (tzv. multinomický koeficient)

• ∂f
∂xα

(x) = ∂|α|f(x)

∂x
α1
1 ...∂x

αk
k

Napǐsme si napřed v tomto značeńı multinomickou větu: je-li x = (x1, . . . , xk), plat́ı

(x1 + · · ·+ xk)n =
∑

α multiindex, |α| = n

(
n

α

)
xα

(Na přednášce byly tato a následuj́ıćı věta v opačném pořad́ı, proto divné č́ıslováńı.)

T Věta 7.13 (Taylor̊uv polynom pro funkce v́ıce proměnných). Necht’ U = U(a, ε)
je nějaké okoĺı bodu a ∈ Rk. Necht’ f : U → R je funkce z Cn(U). Taylor̊uv polynom
funkce f(x1, . . . , xk) stupně n (se středem v a) je

Tfna (x) =

n∑
m=0

∑
α multiindex
|α| = m

∂f(a)

∂xα

(x− a)α

α!

Pak plat́ı
f(x) = Tfn0 (x) + o(‖x‖n)

(D̊ukaz jen pro n = 2: poměrně snadno převodem na jednorozměný př́ıpad, tj. mı́sto
funkce f bude zkoumat (pro pevný vektor v) funkci g(t) = f(a+ tv))

Poznámka. Pro n = 1 dostáváme výše zkoumanou aproximaci pomoćı totálńıho
diferenciálu. Pro n = 2 se objev́ı ‘kvadratický výraz’ (x − a)TD2f(a)(x − a) (zde
D2f(a) je matice k×k, (x−a) je k-složkový vektor). Odsud se dá dokázat (s troškou
práce) Věta 7.3.

7.4 Věta o implicitńı funkci

Chceme řešit soustavu rovnic tvaru

fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

pro i = 1, . . . , n. Chápejme ji jako rovnici pro yj, jsou-li dána xi. V lineárńı algebře
se (pro lineárńı funkci fi) ukazuje, že tato soustava n rovnic pro n neznámých má
“obvykle” jednoznačné řešeńı. To obvykle zde znamená, že matice soustavy nesmı́ být
singulárńı. Pro nelineárńı funkce si nyńı ukážeme zobecněńı. Předem upozorńıme,
že oproti lineárńım soustavám, tady obvykle nebude možné řešeńı vyjádřit vzorcem.
Přesto o nich něco budeme moci ř́ıci.
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Věta 7.12 (věta o implicitńıch funkćıch). Bud’a ∈ Rm, b ∈ Rn, f : U = U((a, b))→
Rn. (Tj. soustava výše má tvar f(x, y) = 0.) Necht’ f(a, b) = 0. (Tj. pro x = a je
řešeńı y = b.) Necht’ dále f ∈ Ck(U) (pro nějaké k ≥ 1) a

det

(
∂fi
∂yj

(a, b)

)n
i,j=1

6= 0

Pak existuj́ı δ,∆ > 0 taková, že pro x ∈ U(a, δ) existuje v U(b,∆) právě jedno y,
pro něž f(x, y) = 0. (Tj. právě jedno řešeńı soustavy rovnic.) Nav́ıc funkce, která
x přiřazuje y (označme ji y(x)) je z Ck(U).

Definice. Pro spojitou funkci g : Rn → Rk nazveme množinu tvaru {x ∈ Rn :
g(x) = 0} varieta. (Obvykle se přidává podmı́nka ∇g 6= 0, my ji pro jednoduchost
vynecháme.)

Rozmysleme si znovu Větu 7.12. Hovoř́ı o množině

V = {(x, y) ∈ Rm+n : g(x, y) = 0}

(g : Rm+n → Rn spojitá funkce), která je zadaná implicitně, pomoćı vlastnosti,
kterou body V maj́ı. Chceme tuto množinu vyjádřit explicitně, ve tvaru {(x, y(x)) :
x ∈ X} pro vhodnou množinu X a funkci y(x). A věta o implicitńı funkci nám ř́ıká,
kdy je toto možné.

Rozmysleme si konkrétńı př́ıklad. Implicitńı popis jednotkové sféry je

A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n = 1} .

Všimněte si, že pomoćı tohoto popisu nem̊užeme př́ımo generovat body v dané množině
– to bychom museli napřed vyřešit př́ıslušnou rovnici (což je tady snadné, ale obecně
nemuśı j́ıt). Druhou možnost́ı je popis explicitńı, řekneme, že pro daných n − 1
souřadnic se posledńı souřadnice spoč́ıtá pomoćı nějakého předpisu – zde

B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn =
√

1− (x21 + x22 + · · ·+ x2n−1) .

Pomoćı tohoto zápisu m̊užeme už body na dané ploše generovat – našli jsme tedy
i nějaky souřadnicový systém popisuj́ıćı př́ıslušnou plochu (konkrétně (x1, . . . , xn−1),
posledńı souřadnici m̊užeme dopoč́ıtat). Z tohoto hlediska je explicitńı popis šikovněǰśı,
ale všimněte si “drobných rozd́ıl̊u”: určitě neńı pravda A = B, vynechali jsme úplně
body s xn < 0. Také pro body kde je x21 + x22 + · · ·+ x2n−1 = 1 je nešikovné, že libo-
volně bĺızko najdeme body, pro které už xn nelze dopoč́ıtat, pod odmocninou máme
záporné č́ıslo. Oproti tomu pokud je x21 +x22 + · · ·+x2n−1 < 1, tak m̊užeme dopoč́ıtat
vhodné xn i pro “všechny body okolo”, neboli v takovýchto bodech se B jev́ı jako kus
n− 1-rozměrného Eukleidovského prostoru.

Zejména ale neńı jasné, jestli takto m̊užeme postupovat obecně, ne každá rovnice
jde tak snadno vyřešit jako ta v předpisu množiny A, některé nejdou vyřešit v̊ubec
(řešeńı nelze napsat “vzorečkem”).

Věta 7.12 popisuje, že explicitńı popis vždy existuje (pokud situace neńı v jistém
smyslu degenerovaná, jako v popsaném přikladě body s x21 + x22 + · · · + x2n−1 = 1).
Tento explicitńı popis nelze vždy vyjádřit konkrétńım vzorcem (rovnici neumı́me
vyřešit), zato m̊užeme jednoduše naj́ıt parciálńı derivace tohoto explicitńıho vyjádřeńı,
což je často užitečné.
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Věta 7.14 (derivace implicitńı funkce). V situaci Věty 7.12 je

∂y

∂x
= −

(
∂f

∂y

)−1
∂f

∂x

ve všech bodech x ∈ U(a, δ).

(Bez d̊ukazu.)

Připomeňme, že symbolem ∂f
∂x rozumı́me matici totálńıho diferenciálu, tj. matici

( ∂fi∂xj
)i,j.

Následuj́ıćı věta zobecňuje větu ze zimńıho semestru: tehdy jsme poč́ıtali derivaci
inverzńı funkce jako převrácenou hodnotu derivaci, nyńı spočteme všechny derivace
inverzńıho zobrazeńı (je jich už celá matice) jako inverzńı matici. Tentokrát je ale
podstatnou součást́ı věty i část existenčńı, nenulovost determinantu matice derivaćı
zaruč́ı existenci inverzńıho zobrazeńı. (Obdoba plat́ı i pro funkce jedné proměnné,
ale tam jsme ji obvykle nepotřebovali.)
(Na přednášce byla tato věta rozdělena na dvě, s č́ısly 7.15 a 7.16.)

Věta 7.15 (o inverzńım zobrazeńı). Necht’ G ⊆ Rn je otevřená množina, f : G→
Rn zobrazeńı z C1(G), a ∈ G, f(a) = b. Pǐsme f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) a x =
(x1, . . . , xn). Uvažme dále matici jednotlivých parciálńıch derivaćı

J =

(
∂fi
∂xj

)
i,j

.

Pokud matice J je regulárńı (tj. det J 6= 0), pak existuje inverzńı zobrazeńı f−1

definované na nějakém otevřeném okoĺı bodu b. Nav́ıc, toto inverzńı zobrazeńı má v
b všechny parciálńı derivace, které jsou dány matićı J−1.

(Jen idea: m̊užeme využ́ıt větu o implicitńı funkci, polož́ıme g(x, y) = f(y)−x. Pak
zobrazeńı y(x) splňuje g(x, y(x)) = 0 právě tehdy, když f(y(x)) = x, neboli když
y je inverzńı zobrazeńı k f . Nebo bychom mohli tuto větu dokázat př́ımo a větu o
implicitńı funkci z ńı odvodit. )

7.5 Vázané extrémy

Napřed si řekněme, prozat́ım bez d̊ukazu, větu, která zobecňuje to, co dobře známe
z funkćı jedné proměnné: spojitá funkce na uzavřeném intervalu nabývá maxima
a minima. (Tato věta by se hodila už dř́ıve, při rozhodováńı o tom, zda nalezené
lokálńı extrémy podle Vět 7.1 a 7.3 jsou globálńı.) (Na přednášce měla následuj́ıćı
věta č́ıslo 7.18.)

Věta 7.16 (Existence extrému na omez. uzavř. množ. v Rn). Bud’ g : Rn → Rk
spojité zobrazeńı. Označme F = {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0}. Necht’ je F ⊆ Rn omezená
množina (tj. necht’ existuje konstanta C tak, že všechny body F maj́ı od počátku
souřadnic vzdálenost maximálně C). Necht’ f : F → R je spojitá funkce. Pak f
nabývá na F maxima i minima.

(Bez d̊ukazu.)

Poznámka. Věta plat́ı obecněji pro uzavřené a omezené množiny v Rn, v té po-
době si ji dokážeme obecněji v metrických prostorech, pomoćı tzv. kompaktnosti. Ve
věťsině př́ıpad̊u ale m̊užeme uzavřenost prokázat tak, že množinu naṕı̌seme ve tvaru
{x : g(x) ≥ 0} – př́ıp. {x : g(x) = 0}. Verze s rovnost́ı se ale z verze s nerovnost́ı
snadno dokáže (rozmyslete si!).
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Př́ıklad. Zkoumejme funkci f(x, y) = xy2ex jednotkovém kruhu, tj. na množině
B(~0, 1) = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Jedná se o spojitou funkci na uzavřené ome-
zené množině, tud́ı̌z nabývá extrém̊u. Jak je ale naj́ıt? Pro funkci jedné proměnné
jsme zvlášt’ prozkoumali koncové body a zvlášt’ otevřený interval (tak, že jsme hledali
body, kde je derivace rovna nule).
Zde budeme postupovat obdobně. Extrémy f na B mohou být nabyty bud’ ‘uvnitř’ (v
tomto př́ıpadě je asi jasné, co se t́ım mysĺı, přesná definice obecněji v metrických
prostorech), nebo na hranici. Pro prvńı př́ıpad máme Věty 7.1 a 7.3.
Pro body na hranici bychom mohli v tomto př́ıpadě zkoušet dosazovat y(x) =

√
1− x2,

poprat se s t́ım, že muśıme uvažovat i y(x) = −
√

1− x2 a že bod (x, y) = (1, 0) je
speciálńı a vyšlo by to. Elegantněǰśı postup dává následuj́ıćı věta (po jej́ımž vysloveńı
př́ıklad dopoč́ıtáme).

T Věta 7.17 (Lagrangeova věta o vázaných extrémech). Necht’ G ⊆ Rn je otevřená
množina, s < n,f, g1, . . . , gs ∈ C1(G) a mějme množinu

M =
{
x ∈ Rn : g1(x) = . . . = gs(x) = 0

}
.

Je-li a ∈M bodem lokálńıho extrému f vzhledem k M a vektory ∇g1(a), . . . ,∇gs(a)
jsou lineárně nezávislé, pak existuj́ı č́ısla λ1, . . . , λs tak, že plat́ı následuj́ıćı rovnost
pro vektory

∇f(a) = λ1∇g1(a) + . . .+ λs∇gs(a) .

Poznámka. Věta nám ř́ıká, že pokud extrém existuje, tak ho umı́me naj́ıt z nějaké
rovnice. Věta ale nezaručuje existenci extrému (k tomu muśıme použ́ıt Větu 7.16)
ani neř́ıká, že bod z rovnice nalezený je extrém (existuje varianta Věty 7.3, ale je
trochu technická)!

Poznámka. Kdo někdy zkoumal v mapě, kde je nejvyšš́ı bod na nějaké cestě, tak zná
speciálńı př́ıpad: v nejvyšš́ım bodu bud’ procháźıme vrcholem (lokálńım maximem)
nebo se vraćıme před vrcholem. V prvńım př́ıpadě je gradient nadmořské výšky ∇f
je nulový. Ve druhém př́ıpadě je cesta tečná na vrstevnici. Pokud je cesta určená
rovnićı g = 0, tak jsou vrstevnice f a g tečné právě když ∇f a ∇g jsou rovnoběžné.

K zamyšleńı: Kdyby se ve větě vynechal předpoklad o lineárńı nezávislosti vektor̊u
∇gi(a) pro i = 1, . . . , s, tak by přestala platit. Proč? (Nakreslete obrázek – to je
asi rozuměǰśı – nebo najděte protipř́ıklad, kde funkci f a funkce gi zadáte pomoćı
vzorc̊u.)
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Kapitola 8

Metrické prostory

Motivace: Máme-li dva body v rovině, jsou nejméně tři přirozené zp̊usoby přiřazeńı
vzdálenosti. M̊užeme zkoumat eukleidovskou (“normálńı”) vzdálenost, součtovou
vzdálenost (užitečnou při cestováńı městem s pravoúhlou śıt́ı silnic), nebo maxi-
movou vzdálenost (užitečná při pohybu šachového krále). Bude se tedy hodit, pro-
zkoumat pojem vzdálenosti ve věťśı obecnosti.

8.1 Základńı pojmy

Definice. Metrickým prostorem budeme rozumět dvojici (P, d), kde P je množina
bod̊u a d : P × P → R splňuje

1. ∀x, y ∈ P : d(x, y) = 0⇔ x = y,

2. ∀x, y ∈ P : d(x, y) = d(y, x) (symetrie),

3. ∀x, y, z ∈ P : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Funkci d nazýváme metrika.

Př́ıklad. 1) Euklidovská metrika na Rn. Pro x, y ∈ Rn definujeme d2(x, y) =√∑n
i=1(xi − yi)2.

2) Maximová metrika na Rn. Definujeme d∞(x, y) = maxi=1...n |xi − yi|.
3) Součtová metrika na Rn. Definujeme d1(x, y) =

∑n
i=1 |xi − yi|.

4) Diskrétńı metrika na libovolné množině P je definována jako d(x, x) = 0 pro
všechna x ∈ P a d(x, y) = 1 pro všechna x 6= y.
5) Supremová metrika na C([0, 1]) je definována d(f, g) = supx∈[0,1] |f(x) − g(x)|.
6) Metrika na L2([0, 2π]) = {f : [0, 2π] → R :

∫ 2π

0
|f(x)|2 dx < ∞} je definována

d(f, g) =
√∫ 2π

0
|f(x)− g(x)|2 dx.

K zamyšleńı: Rozmyslete si, že výše uvedené vzorce skutečně určuj́ı metriku.

Definice. Necht’ (P, d) je metrický prostor, x ∈ P , r > 0. Otevřenou kouĺı se
středem x a poloměrem r nazveme množinu

B(x, r) := {y ∈ P : d(x, y) < r} .

Uzavřenou kouĺı se středem x a poloměrem r nazveme množinu

B(x, r) := {y ∈ P : d(x, y) ≤ r} .

27
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Definice. Necht’ (P, d) je metrický prostor. Řekneme, že množina G ⊆ P je otevřená
(v (P, d)), jestlǐze pro každý bod x ∈ G existuje r > 0, že B(x, r) ⊆ G. Řekneme, že
množina F ⊆ P je uzavřená (v (P, d)), pokud je P \ F otevřená.

Př́ıklad. Otevřený interval je otevřená množina v (R, d1). Uzavřený interval je
uzavřená množina v (R, d1).

L Věta 8.1 (vlastnosti otevřených množin). Necht’ (P, d) je metrický prostor. Pak

1. ∅ a P jsou otevřené množiny.

2. Jsou-li G1, . . . , Gn otevřené, pak
⋂n
i=1Gi je otevřená.

3. Jsou-li Gα, α ∈ A otevřené, pak
⋃
α∈AGα je otevřená.

K zamyšleńı: Ve třet́ı části je A libovolně velká množina. Oproti tomu druhá část
neplat́ı pro nekonečné pr̊uniky. Proč?

L Věta 8.2 (vlastnosti uzavřených množin). Necht’ (P, ρ) je metrický prostor. Pak

1. ∅ a P jsou uzavřené množiny.

2. Jsou-li F1, . . . , Fn uzavřené, pak
⋃n
i=1 Fi je uzavřená.

3. Jsou-li Fα, α ∈ A uzavřené, pak
⋂
α∈A Fα je uzavřená.

Definice. Necht’ (P, ρ) a (P, σ) jsou metrické prostory. Řekneme, že metriky ρ a
σ jsou ekvivalentńı pokud existuj́ı konstanty c1, c2 > 0 tak, že pro všechna x, y ∈ P
plat́ı

c1ρ(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ c2ρ(x, y) .

K zamyšleńı: Výše definovaná ekvivalence metrik je opravdu relace ekvivalence (tj.
symetrická, reflexivńı a tranzitivńı). K zamyšleńı: Ekvivalentńı metriky . . . maj́ı
stejné otevřené a uzavřené množiny.

Definice. Necht’ V je vektorový prostor. (Tak jako v lineárńı algebře) nazveme
norma zobrazeńı V → R, jehož hodnotu pro x ∈ V znač́ıme obvykle ‖x‖ a které
splňuje následuj́ıćı požadavky:

1. ‖cx‖ = c‖x‖ pro všechna c ≥ 0,

2. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

3. ‖x‖ ≥ 0, přičemž ‖x‖ = 0 jen pokud je x = ~0.

D̊uvod proč zde připomı́náme definici z lineárńı algebry je ten, že z vektorového
prostoru s normou m̊užeme vyrobit metrický prostor, se stejnou množinou bod̊u-
vektor̊u a s metrikou danou předpisem %(x, y) = ‖x − y‖. K zamyšleńı: Toto je
opravdu metrika.

8.2 Konvergence v metrických prostorech

Definice. Necht’ (P, ρ) je metrický prostor a (xn)∞n=1 je posloupnost prvk̊u P a
x ∈ P . Řekneme, že (xn)∞n=1 konverguje k x (v (P, ρ)), pokud limn→∞ ρ(xn, x) = 0.

Znač́ıme limn→∞ xn = x, nebo xn
ρ→ x.
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Poznámka. Ekvivalentńı s výše uvedenou definićı limn→∞ xn = x je následuj́ıćı
geometricky názorný zápis

∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 : xn ∈ B(x, ε) .

L Věta 8.3 (konvergence a metrika). Bud’te (xn), (yn) posloupnosti v metrickém
prostoru (P, d). Necht’ (xn) konverguje k x, (yn) k y. Pak limn→∞ d(xn, yn) =
d(x, y). Speciálně: každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

T Věta 8.4 (charakterizace uzavřených množin). Necht’ (P, d) je metrický prostor
a F ⊆ P . Pak

F je uzavřená ⇔
(
xn

d→ x a xn ∈ F ⇒ x ∈ F
)
.

Definice. Bud’ (X, d) metrický prostor, A ⊆ X. Definujeme

• vnitřek A: intA = ∪{G ⊆ A : G otevřená}.

• uzávěr A: A = ∩{F ⊇ A : F uzavřená}.

• hranici A: ∂A = A ∩ (X \A).

Věta 8.5. • intA je otevřená množina, A a ∂A množiny uzavřené.

• intA = X \ (X \A)

• A = X \ int(X \A)

• ∂A = A \ intA
(Bez d̊ukazu.)

8.3 Spojitá zobrazeńı mezi metrickými prostory

Definice. Necht’ (P, ρ) a (Q, σ) jsou metrické prostory. Necht’ P , f : P → Q a
x0 ∈ P .
Řekneme, že f je spojitá v bodě x0, jestlǐze

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Bρ(x0, δ) : f(x) ∈ Bσ(f(x0), ε).

Řekneme, že f je spojitá na P , jestlǐze je spojitá v každém bodě P .

L Věta 8.6 (spojitost a konvergence). Necht’ (P, ρ) a (Q, σ) jsou metrické prostory
a f : P → Q spojité v x. Necht’ (xn) je posloupnost konverguj́ıćı k x. Pak f(xn)
konverguje k f(x).

Věta 8.7 (charakterizace spojitosti). Necht’ f je zobrazeńı z (X, d) do (Y, ρ). Pak
následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

• f je spojitá na X

• Pro každou otevřenou G ⊆ Y je f−1(G) otevřená.

• Pro každou uzavřenou F ⊆ Y je f−1(F ) uzavřená.

(D̊ukaz byl jen části – nezkouš́ı se.)

Definice. Bud’ X množina a G podmnožina P(X). Řekneme, že (X,G) je topolo-
gický prostor pokud
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• ∅, X ∈ G

• G1, . . . , Gn ∈ G =⇒ G1 ∩ · · · ∩Gn ∈ G

• (∀a ∈ A)Ga ∈ G =⇒ ∪a∈AGa ∈ G

Speciálně tedy dostaneme topologický prostor, pokud G budou všechny otevřené množiny
v metrickém prostoru (X, d) pro libovolnou metriku d (Věta 8.1).
O konvergenci, spojitosti, atd. m̊užeme rozhodnout i bez znalosti metrik, jen se zna-
lost́ı toho, které množiny jsou otevřené.

Př́ıklad. Bud’ f(x, y) = x2 + y2. Toto je spojitá (K zamyšleńı: proč?) funkce
R2 → R. Zvolme uzavřené množiny F1, F2 ⊆ R takto: F1 = {1}, F2 = (−∞, 1]. Dle
Věty 8.7 jsou uzavřené i jejich vzory, tedy množiny

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1},
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

8.4 Podprostor metrického prostoru

Definice. Bud’ (X, d) metrický prostor, A ⊆ X jeho neprázdná podmnožina. Sym-
bolem d|A×A rozumı́me restrikci d na A×A. Metrický prostor (A, d|A×A) nazýváme
podprostor prostoru (X, d).

Věta 8.8 (otevřené množiny v podprostoru). Bud’ (X, d) metrický prostor a (A, d|A×A)
jeho podprostor. Množina G ⊆ A je otevřená v (A, d|A×A), právě tehdy, když exis-
tuje (U, d) otevřená v (X, d) taková, že G = U ∩A.

(Bez d̊ukazu.)

Věta 8.9 (spojitost na podprostoru). Bud’ (X, d) metrický prostor a (A, d|A×A)
jeho podprostor. Bud’ (Y, %) daľśı metrický prostor. Pokud f : (X, d) → (Y, %) je
spojité zobrazeńı, tak je spojitá i restrikce f |A.

(Bez d̊ukazu.)

8.5 Kompaktńı metrické prostory

Definice. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Řekneme, že X je kompaktńı, jestlǐze
z každé posloupnosti prvk̊u X lze vybrat konvergentńı podposloupnost. Řekneme, že
množina A ⊆ X je kompaktńı, jestlǐze je prostor (A, d|A×A) kompaktńı.

Poznámka. Množina A je kompaktńı, pokud z každé posloupnosti jej́ıch prvk̊u lze
vybrat poslupnost, která konverguje k bodu v A.

Př́ıklad. [a, b] je kompaktńı množina (Bolzano-Weierstrassova věta).
Diskrétńı metrický prostor je kompaktńı, právě když je konečný.

T Věta 8.10 (vlastnosti kompaktńıch množin). Necht’ (X, d) je metrický prostor
a A ⊆ X je kompaktńı. Pak plat́ı

• A je uzavřená,

• A je omezená (tedy ∃x ∈ X, r > 0, že A ⊆ B(x, r)).

L Věta 8.11. Necht’ metrický prostor (X, d) je kompaktńı, A ⊆ X je uzavřená.
Pak je A také kompaktńı.
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Věta 8.12 (kompaktnost kvádru). Množina
∏d
i=1[ai, bi] je kompaktńı podmnožina

(Rd, d∞).

(jenom náznak)

T Věta 8.13 (charakterizace kompaktńıch množin Rn). Množina K ⊆ Rn je kom-
paktńı, právě když je omezená a uzavřená.

Věta 8.14 (nabýváńı extrémů na kompaktu). Necht’ (X, d) je metrický prostor a
K ⊆ X je kompaktńı. Necht’ f : K → R je spojitá. Pak f nabývá na K svého
maxima i minima. Speciálně je tedy f na K omezená.

(Bez d̊ukazu.)

Poznámka. Tuto větu známe už ze zimńıho semestru, kde ovšem X bylo R, d(x, y) =
|x−y| a K uzavřený interval. Jak jsme už viděli v minulé kapitole, tato věta je kĺıčová
pro vyšetřováńı globálńıch extrém̊u spojitých funkćı: Pomoćı této věty zjist́ıme, že
nějaký extrém existuje: globálńı, a tedy i lokálńı. A pak využijeme vět pro hledáńı
lokálńıch extrém̊u (∇f = 0 nebo Lagr. multiplikátory).

Poznámka. Pro kompaktńı množiny plat́ı i daľśı překvapivé věty: např. na kom-
paktńı množině je každý spojitá funkce stejnoměrně spojitá. (To jsme nedokázali,
ale využili při zkoumáńı Riemannova integrálu ze spojité funkce.) Obecně se dá ř́ıci,
že kompaktńı množiny jsou ty, které se “chovaj́ı hezky” nebo také “skorokonečně”.


