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Tento text se vztahuje k predmétu NMAI055. Najdete zde soupis definic, vét a néco
mélo dalsich poznamek. Co zde naopak neni, jsou dukazy. (Avsak pokud dikaz na
predndsce nebyl, je to zde napsdno.) Pokud jste diukaz “nechytili” na prednésce,
poradte se s kolegou nebo doporucenou literaturou. Pomoci vodorovnych ¢ar jsou
oddéleny jednotlivé prednasky.

Pokud narazite na néjakou nesrovnalost, dejte mi prosim védét. (Zatim se s pfipo-
minkami ozvali Dusan Rychnovsky, Ondiej Kupka, Ondiej Pilat, Martin Hanes,
Roman Riha, Martin Petruiia, Ondfej Odchézel, Stanislav Kucera, Michal Staruch,
Ondiej Hlavaty. Déekuji!)

4.7 Prubéh funkce

Poznamky o tom, k ¢emu je dobré zkoumat prubéh funkce. Zjevné uziteéné je najit
minimum néjaké funkce. Nékdy se hodi i slozitéjsi vlastnosti, jako je konvexita. Uz
definice konvexity je zajimavé tvrzeni, uvedeme si trochu upravené znéni. Napred si
uvédomte, ze pro z1,z2 € R a A € [0, 1] popisuje vyraz Ax; + (1 — A)za bod v inter-
valu [z1, z2] (vesp. [z2,71]).! Dale vyraz Af(x1) + (1 — \) f(z2) je y-ové soufadnice
odpovidajictho bod na usecce, seéné grafu funkce f(x). TODO: OBRAZEK
Funkce je tedy konvexni, pokud

Fzy + (1= Nxa) < Af(21) + (1= A)f(2).
Zobecnéni tohoto vztahu dava nasledujici uziteéna véta.

L Véta 4.25 (Jensenova nerovnost). Necht f je funkce konvezni na intervalu J.
Necht x4, ..., x, jsou prvky J, necht aq, ..., an jsou kladnd cisla se souctem 1.

Pak . .
f (Z 041‘%‘) < Zaif(l'i) .
i=1 i=1

(Pro konkdvni funkce plati nerovnost opacnd.)

(Lehce indukei: pro n = 2 jde piimo o definici konvexity. Také je to ndzorné z

L Véta 4.26 (AG-nerovnost). Necht x1, ..., x, jsou z (0,00). Pak

m1+"'+$n
771 .

V... xn, <

(Lehky dusledek Jensenovy nerovnosti pro konkdvni funkei f(x) = logz.)

K zamysleni: Jak znamo, pravé strana vyse uvedené nerovnosti se nazyva arit-
meticky prumér. O néco méné znamo je, ze leva strana se nazyva geometricky
prumér. Zkuste najit (aspon pro n = 2) geometricky vyznam tohoto ¢isla.

4.8 Taylorav polynom

Casto je uzitetné umét hodnotu funkce pobliz “pékného bodu” (napf. sin0.1) apro-
ximovat pfimérené pfesné pomoci néjakého snadno vycislitelného vyrazu. Napied
snadnd definice — spi§ nédzvoslovi a znaceni:

Definice. Necht f je redind funkce, pak symbolem f) znacime n-tou derivaci f.
Formadalneé:

1Funguje to i pro vektory z1, 2, proto se také linedrni kombinaci tohoto typu — s nezdpornymi
koeficienty co se seCtou na 1) Fika konvezni kombinace.
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« fO=f
o SN = (py

Definice. Necht f je redlnd funkce, a € R a necht existuje vlastni n-td derivace f
v bodé a. Pak polynom

T)(x) = f(a)+ f'(a)(z —a) +... + %f(”)(a)(:v —a)"

nazyvdme Taylorovym polynomem iddu n funkce f v bodé a.

Je lehké ovérit nasledujici dvé pozorovani:
° (Tf,a)/ _ Tf',a
n —1

e T/ a f maji spole¢nou hodnotu a k-tou derivaci v bodé a pro k < n

Definice. o f=0(g) pokud 3C >0 3§ >0 Va € P(a,d) f(x)<Cy(z).

o [ =o(g9) pokud Ve > 036 > 0 Vz € P(a,d) f(z) <cg(x), (ekvivalentné —

pokud g neni nula — lim,_,, % = 0.

o Analogicky lze definovat symboly w, Q, 0, © ale v analijze je asi nevyuZijeme.

L Véta 4.27 (Tayloriv polynom — Peantiv tvar zbytku). Nechf a € R, £ (a)
ezistuje vlastni. Pak

fla) =T +o((z —a)").
(Dukaz pro piipad £ je spojitd v a — indukce podle n a I'Hospitalovo pravidlo.
Potiebujeme dokézat
_T/fa
o J@) = T @)

T—a (gj — a)”

=0
k ¢emuz se 'Hospital ndramné hodi. )

Poznadmka. e Tayloriv polynom je jeding polynom stupné n, pro ktery plati
predchozi véta.

o Aplikace:

oF _ 2T _ (I1+z+o(x)) — (14 2z + o(2x) = 14+ =" — _140(1)
x z !

o _ o2

x

= 1.

tudiz limg_.o

o 7 predchozi véty ale neziskdme Zddné konkrétni hodnoty — nezjistime, jak moc
se lisi €91 od 1.1. K tomu bude slouzit ndsledujict véta.

T Véta 4.28 (Tayloruv polynom s Lagrangeovym tvarem zbytku). Necht funkce
f md vlastni (n + 1)-ni derivaci v néjakém otevieném intervalu obsahugjicim [a, x].
Pak existuje £ € (a,x) tak, Ze

L (e - a)

£@) = TE @)+ oy

(Dukaz az na dalsi pfedndsce.)



Poznamka. 1) Cili v (n+1)-nim clenu nebereme derivaci v bodé a, ale ve vhodném
¢ € (a,x) - € zdlezi na x!

2) Pro rozumné funkce tento odhad vylepSuje vyse uvedené lemma, nebotl 7ikd, Ze
f(z) = T{2(2) + O((@ — a)"+).

3) Zejména vsak tato véta umoznuje odhadnout, jaké chyby se pro konkrétni x do-
poustime. (oproti Vété 4.27, kterd ddvd jen limitni vysledek). MuZete tedy napr.
odhadnout sin 0.1 pomoci (ovérte!) 0.1 — 0.13/3! s chybou mazimdlné 0.15 /4!,

L Véta 4.29 (Rolleova véta). Necht f je spojitd na intervalu [a,b], f'(x) existuje
pro kazdé x € (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje £ € (a,b) tak, Ze f'(&§) = 0.

L Véta 4.30 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Nechf je funkce [ spojitd na

intervalu [a,b] a md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje & € (a,b)

tak, zZe
£(6) ~ fla)

1§ ===

Odsud dokéazeme vztah monotonie a derivace.

Véta 4.31 (zobecnénd Rolleova véta). Nechf f je spojitd na intervalu [a, ], f+) (z)
existuje pro kazdé x € (a,b), f(a) = f(b) = 0 a ddle f*)(a) = 0 pro k < n. Pak
existuje & € (a,b) tak, ze fTD(€) = 0.

(Dukaz prenechén laskavému ¢tendii jako cviceni.)

Disledek: pékny dikaz Taylorovy véty s Lagrangeovym tvarem zbytku.



Kapitola 5

Primitivni funkce

Motivacni otazky: kdyz zname pro kazdy cas pfitok vody do bazénu, jak zjistit,
kolik v ném bude vody za hodinu (pokud se pfitok méni)? jak zjistit obsah pod
sinusoidou (feknéme na intervalu [0, 7])?

Podivejme se podrobnéji na druhy problém: Jeden piistup je “brutdlné informa-
ticky”: sinus nasamplujeme, tieba pravidelné, a spravné secteme. Pokud bude krok
samplovéni = 7/n, dostaneme soucet

z(sin 1z + sin 2z 4 sin 3z + - - - + sinnz) .
Podle vzorce, ktery snad znéte ze cviceni v ZS je tento soucet roven

~cos iz —cos(n+ 1)

in &
2Sln2

Spoc¢teme-li limitu pro z — 0, dostaneme snadno (K zamySleni: ovefte!), ze
samplované soucty se blizi ke 2.

Tento postup dava spravny vysledek, ma vSak dvé vady: Jednak, nenf jasné, jestli
nase volba samplovani vysledek neovlivnila. (K zamySsleni: Vymyslete funkci,
kterd pomoci vyse uvedeného postupu ma “soucet” 0, ale pfitom to vypada, ze by
spis méla mit “soucet” 1. Tip: neméla by byt spojitd!) Toto vSak vyjasnime, aZ
ptislusny vyraz s n siny jen diky klice ...

Pujdeme tedy na to jinak, plochu budeme zkoumat obecnéji pod kiivkou sinus na
intervalu [0,z] (to se bude znacit [ sinzdz). Vsimneme si, Ze rychlost, kterou
tato plocha pfibyva je (v bodé z) rovna sinz. Cimz jsme zpatky u prvni otédzky s
piitokem vody do bazénu, nebo obecnéji u primitivni funkce.

5.1 Zakladni vlastnosti

Definice. Necht je funkce f definovdna na otevieném intervalu I. Rekneme, Ze
funkce F je primitivni funkce k funkci f, pokud pro kazdé x € I existuje F'(x) a
Fi(z) = f(x).

L Véta 5.1 (o jednoznacénosti primitivn{ funkce az na konstantu). Nech? F' o G
jsou primitivni funkce k f ma otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R tak, Ze
G(z) = F(x) + ¢ pro vSechna x € I.

Poznamka. TakzZe, zndame-li jednu primitivni funkci F k f, zndme vSechny: je to
mnozina {F(z) + C;C € R}. Tuto mnozinu znacéime [ f(z)dz. Pigeme

/f(:v)dm =F(z)+C.
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Piiklad. Primo z definice snadno spocteme primitivni funkce k ™, e*, sinx, cos x,
atd., protoZe primo vidime, Ze se jednd o “tabukovou” derivaci jiné funkce. Nékdy
(¢asto) ale v f(x) primo neobjevime derivaci jiné funkce. Pro takové pripady od-
vodime nékolik vét a postupi, co délat. BohuZel (na rozdil od derivace) tyto postupy
nefunguji vidy.

Pozndmka. 1) Funkce signum nemd na R primitioni funkci.

2) Obecnéji: Pokud f md na otevieném intervalu I primitivnd funkci, pak f md na I
Darbouzovu vlastnost, tedy pro kazdy interval J C I je f(J) interval. (Jinak Feceno:
nabyjvd mezihodnot.) K zamysleni: Zkuste se premluvit, Ze by to tak mélo byt, tj.
ze derivace libovolné funkce md Darbouzovu vlastnost.

3) Pro kazdou spojitou funkci existuje primitivni funkce (to neni vidét, ale brzy to
dokdzeme). Funkce e~ je spojitd na R, takZe md na R primitivni funkci. Ta ale
nejde vyjddiit pomoct elementdrnich funkci (sinus, cosinus, exponencidla, logarit-
mus, ... ). Protoze tato primitivnd funkce je uZiteénd (ve statistice), zavddi se tzv.

chybovd funkce
2 T
erf(z) = —/ et dt.
VT Jo

(Co je fox jsme jesté nedefinovali, vydrite :—)

4) Primitiond funkce k jakékoli funkci ma vsude vlastni derivaci, tedy je spojitd.

5) K zamysleni: Zkuste vymyslet nespojitou funkci, kterd md primitivni funkci.
Jinak teceno, najdéte funkci (treba na R), kterd md v kazZdém bodé derivaci, aviak
tato derivace nend spojitd. (VAR: Prozradit konkrétni funkci ...)

L Véta 5.2 (linearita primitivn{ funkce). Necht f md primitivnd funkci F a g md
primitivni funkci G na otevireném intervalu I a necht o, 5 € R. Pak af + 8g md na
I primitivnd funkci oF + BG.

T Véta 5.3 (1. o substituci pfi vypoctu prim. funkce). Necht F' je primitivnd funkce
k f na (a,b). Necht ¢ je funkce definovand na (, B) s hodnotami v intervalu (a,b),
kterd md v kazZdém bodé z (a, B) vlastni derivaci. Pak

[ e
T Véta 5.4 (2. o substituci pfi vypoc¢tu prim. funkece). Necht funkce ¢ md v kazdém

bodé intervalu (o, B) vlastni nenulovou derivaci a ¢((c, B)) = (a,b). Necht funkce
f je definovdna na intervalu (a,b) a plati

/ Fe(t)e(t)dt = G(t) na (o, B).

Pak
/f(ac) dz = G(¢ () na (a,b).

(V dikazu druhé ¢asti jsme pouzili (a nedokdzali), ze ¢ musi byt monoténni.)
Piiklad. 1) [sin2tdt: Vezmeme f(x) = sinz, ¢(t) = 2t, (a,b) = (a,8) =
(—o00,00). Vime, Ze primitioni funkce k f(x) je F(x) = —cosx. Podle proni ¢asti

véty tedy plati, ze [sin2tdt =1 [ f(o(t))¢/(t) dt = —3 cos2t.

2) f te=t" dt: Na tomto prikladu si ukdZeme jing zdpis; méné formdlni, avsak praktictéjsi:

o substituujeme x = —t? (podrobnéji, x je funkce t, a x(t) = —t2).
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o Plati z'(t) = —2t. MiZeme psdt % = —2t, neboli
e dxr = —2tdt.

o  Muzeme tedy psdt (protoze “by to tak mélo byt”, resp. protoze to plyne z véty

o substituci, kde ovérime podminky na funkci x(t) = p(t)):

/te*tQ dt = -1 /e*tQ(th) dt = -1 /ef doe=-1e"+C=-Lte" 1 C

1 3 o . . . . . 2 _
3) [ T dx: Zde pouzijeme druhou vétu o substituci. Idea je, Ze dosadime x =
sint, ¢imz se vyraz pod odmocninou zjednodust.

L Véta 5.5 (integrace per partes). Necht I je otevieny interval a funkce [ a g jsou
spojité na I. Necht F je primitivni funkce k f na I a G je primitivnd funkce k g na
I. Pak plati

/g(z)F(x) dz = G(x)F(z) — /G(aj)f(x) dz na I, MLPSS.

K zamysleni: Nakreslete vystizny obrazek!

Piiklad. [ze®dz

5.2 Integrace racionalnich funkci

Definice. Raciondlni funkei rozumime podil dvou polynom P/Q, kde Q neni nulovy
polynom.

Prekvapivé a pro mnoho vypoctu uzitecné je to, ze kazdou racionalni funkci muzeme
psat v jistém specialnim tvaru — nebyt toho, ze v redlnych ¢islech nelze odmocnovat
zapornd ¢isla, tak by ten specidlni tvar byl soucet vyrazu typu ﬁ Pripomenme

si napfed nékteré vlastnosti polynomu.

(a) Necht P je polynom. Pak P(a) = 0 prévé kdyz existuje polynom @ tak, ze
P(z) = (x — a)Q(x). (Jeden smér je ziejmy, pro druhy je tteba délit polynom
P(z) polynomem z — a a vSimnout si, jaky muze byt zbytek.)

(b) (zdkladni véta algebry) Nechf P(z) = apa™ + ...+ a1z + ag, a; € C, a, # 0.
Pak existuji ¢isla xq,...,z, € C tak, ze

P(z)=an(x —x1) - (x —xp), v €C.

Prestoze se tomuto tvrzeni fikd zédkladni véta algebry, algebraické je na ném jen
tvrzen{ z minulého bodu (a). Pak je tfeba dokédzat, ze v C ma kazdy polynom
aspon jeden kofen, coz neni tézké, ale z ¢asovych duvodu vynechame.

(c) Véta by se dala dokdzat napt. takto: zkusime z vyjadfit ve tvaru z = Re,
kde R je redlné a t € [0, 27]. Jako jeden extrém dosadime R = 0, jako druhy
extrém R hodné velké (a ¢ nechdme probihat interval [0, 27]). Co muzete Fict
o hodnotach P(z) pro takovéto volby x? Plyne odsud néco pro hodnotu P(x)
v bodech mezi?
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(d) Bohuzel nelze zaruéit, ze kofeny x; budou redlné, ani kdyz koeficenty a; jsou
vSechny redlné — viz napf. polynom z? + 1 = (z —4)(x + i).

(e) O komplexnich kofenech polynomii: Necht P je polynom s redlnymi koeficienty
a z € C je kofen P nasobnosti k € N. Pak i Z je kofen nasobnosti k.

(f) O polynomech s redlnymi koeficienty: Kazdy polynom s redlnymi koeficienty
lze napsat jako sou¢in polynomu linedrnich (tj. = + ¢) a kvadratickych (tj.
22 + ax + b) s redlnymi koeficienty a piip. konstanty.

7 predchozich uvah plyne, ze kazdy polynom @ lze psat ve tvaru, jaky pozaduje
nésledujici dulezitd véta.

T Véta 5.6 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Nechtf P a Q jsou polynomy s
realnymi koeficienty takové, Ze

1. stuperi P je mensi nezZ stupen Q

2. Qz) =[[;(x —a;)P ]_[j(x2 +a;x +b;)% kde Zddny kvadratické éleny nemd
koten, vSechny jsou mavzdjem ruzné, i vSechny linedrni éleny jsou navzdjem
rizné. Samozrejmé, aj,bj, x; jsou redlnd cisla, p;, q¢; > 1 prirozend cisla.

Pak existuji jednoznacné uréend ¢isla Ay, Bk, Cjr, Ze plati
5,kT + Cj k
ROy Ay R G

j k=0
(Dukaz jen pro prlpad7 kdy Q(z) mé vsechny kofeny redlné a navzdjem ruzné.)

Jak tedy integrovat racionalni funkci?

1. Caéstecné vydélime, ¢imz dostaneme polynom a zlomek, v némz citatel ma
nizsi stupen nez jmenovatel.

2. Tento zlomek podle vySe uvedené véty rozlozime na soucet parcialnich zlomki.

3. S témi nalozime néasledujicné:

o Jit =l al
e (prok>1) [ (z—a)"' = 7k1+1 (z—ci)’“’1

b f % =In ‘xQ + px + q| + C (substituce)

2z+ _ 1 1
e (prok>1) f(w2+:;ziq)k = ki1 @ tpriq)FT +C

o | 22“ = arctgz + C
° (fOI‘ k> 1) f (12+11)"'+1 = i(l#»sz)k + (1 - i) f m

e Integraly s obecnym kvadratickym vzorcem ve jmenovateli a konstantou
v citateli zvladneme tipravou na Ctverec:

2 +pr+q=(x+p/2)°+ (¢—(p/2)°) =k <<:H\/}E?/2) +1>

(kde znaéfme pro jednoduchost k = ¢ — (p/2)?). Pak substituci u =
r‘:ﬁ/Q to prevedeme na jeden z predchozich dvou typu. Tim dostaneme

nasledujici

1 1 z+L
° 3 = arctg
f z?+px+q \/q_ p42 ( _p42
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5.3 Doporucené substituce

Jednoduché (1) Necht a € R. Pfi integraci funkei typu
/ R (") dx

t = e, dt = ae®* dx

pouzivame substituci

(2) Pii integraci funkei typu
1
/ R (logz) — dx
x

pouzivame substituci
1

t =logx, dt = —dx
x

Trigonometrické funkce

Definice. Racionalni funkei dvou proménnych rozumime podil dvou polynom R(a,b) =

ggzgg , kde P(a,b) a Q(a,b) jsou polynomy dvou proménnijch a Q nent identicky nu-

lovy.

(3) Pii integraci funkci
/ R(sinz, cosz) dx
pouzivame substituce:
1. pokud R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cosz), pak uzivdme substituci ¢ = cosz.
2. pokud R(sinz,—cosx) = —R(sinx, cos x), pak uzivdme substituci ¢t = sin .

3. pokud R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosz), pak uzivame substituci ¢t = tgzx.

< T 2, _1 22 2 o _ _dt
Bude se nam hodit, ze cos® x = T asin’ = . Tudiz dz = e
4. vzdy funguje substituce ¢t = tg §. Bude se ndm hodit, ze sinz = %, cosx =
1—t2 o _ 2dt
e Tudiz dz = T2

Proc¢ to funguje: (jen pro piipad 1., ostatni jsou obdobné) Pokud plati R(—s,c) =

—R(s,c), tak R(s,c) lze napsat jako podil dvou polynomu R(s,c) = ggizg, piicem?

jeden z polynomu P, @ je sudy v s (tj. obsahuje jen sudé mocniny s), druhy lichy
v s (tj. obsahuje jen liché mocniny s). Odsud vidime, ze R(s,c) = f(s%,¢) - s pro
vhodnou funkei f. Cinitel s = sinz ndm d& derivaci cosinu, kterou potfebujeme
do substituce a to, ze vSechny vyskytu sinu jsou v sudé mocniné ndm umozni jej
vyjadiit pomoci cosinu (a bez odmoctiovani! — to by nds totiz nutilo zkoumat, jaké
m4 sinus na kterém intervalu znaménko a na jiném by vypocet nefungoval).
Dobra rada: Pokud je mozné pouzit (i) nebo (i%), je vypocet vétsinou nejsnazsi.
Substituci (iv) je dobré pouzivat jen, kdyz nelze pouzit (i), (#4) ani (i47).
Poznamka: Po substituci ¢t = tanz a t = tan 5 je vétSinou nutné primitivni funkci
po formalnim spocteni jesté ‘lepit’: vypocet totiz funguje jen na intervalech, kde je
tanx, resp. tanz/2 definovany, ackoliv integrdl existuje tfeba na celém R.
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Integrace funkci obsahujicich odmocniny (4) Necht ¢ € N a ad # be. Pii

integraci funkei typu
Joletz2)
cx+d

L (aachb)%
CNex+d/

a tudiz

pouzivame substituci

dt?—b
a—ctd’

Bude se nam hodit, ze x =

1 ad—bc

ey

dx = qt?~

Eulerovy substituce (5) Necht a # 0. Pfi integraci funkef typu

/R(x, vVax? +br + c) dx

pouzivame nésledujici substituce:
a) Polynom az? + bz + ¢ ma dvojnasobny kofen a a a > 0, pak

Vaz? + bz +c = alz — qf

a jednd se v podstaté o integraci bézné racionélni funkce (Fesfme zvlast pro z < «
azx>a).
b) Polynom az?+bx+c m4 dva riizné redlné kofeny o a ap. Pak tipravou prevedeme

na tvar (4) pro odmocninu 4/a==2L nebo ,/a*=Z.
Tr—ao T—aQ2

¢) Polynom ax? + bx + ¢ nemé redlny koten a tedy a > 0. Pak pouzijeme substituci

vVazr? +bx + ¢ =+ax +t.

Po umocnéni na druhou dostaneme ax? +bx + ¢ = ax? + 2t\/ax +t?. Odsud snadno

!
vyjédifme z = 1:227;\6/5’ tedy i spocteme dx = (éﬁ) de .

Pozndmka. Stejné dobre by fungovala substituce v/ ax? + bx + ¢ = tx + /c.

Piiklad. f m dx Tesime pomoci per-partes (funkce, kterou budeme integrovat
je 1, kterou si primyslime).

. . L. . . —1)N
I, = foﬂ /2sin"™ x dz. Pomoci per-partes ziskdme rekurenci, vyjde I, = (2(75“)1,2 5 a
" . P - . _ - ,
Jr— % ProtoZe se dd snadno ukdzat, Ze lim,, 17}n1 =1, ziskame odsud

Wallisovu formuli pro w:

T L 4n?
5‘}14#—1



Kapitola 6
Urcity integral

6.1 Riemannuv integral

Nyni se kone¢né dostaneme k tomu, jak mérit plochu.

Definice. Konec¢nou mnozinu {x;,j =0, ...,n} nazjvdme délenim intervalu [a,b],
jestlize a = xg < 21 < ... < Tp_1 < T, = b. Rekneme, Ze déleni D’ intervalu [a, b]

je zjemnénim délend D intervalu [a,b], jestlize D' D D.

Poznamka. Podle definice muze byt D = D’. To je trochu divné jazykové, ale
prirozenéjsi matematicky.

Definice. Necht f je omezend funkce definovand na intervalu [a,b] a D je délend
[a, b]. Definujme horni a dolni soucty
S(f, D) => sup{f(x); @ € [xj_1,2;]}(x; — zj_1),
j=1
s(f.D) =Y inf{f(x); € [wj1,25]}(a; — xj-0),
j=1

horni Riemannuv integral

(R)/abf(:z:) de = inf{S( £,D): D je delent [a,b]}

a dolni Riemannuv integral
b
(R)/ f(z)dx = sup{s(f,D); D je déleni [a,b]}.
Ja_

Pokud (R)Tff(x) dx = (R)fff(x) dx, pak Tekneme, Ze f je Riemannovsky integro-
vatelnd a klademe o

b b
®) [ $@de=®) [ fiz)de.
Mnozinu funkci magicich Riemanniv integrdl znacéime R|a,b].

K zamysleni: Najdéte (co “nejjednodussi”) funkei na [0, 1], kterd m4 doln{ integral
0 a horni integral 1.

11
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L Véta 6.1 (o zjemnén{ déleni). Necht f je omezend funkce na [a,b], D a D' jsou
délent intervalu [a,b] a D' zjemnuje D. Pak

s(f,D) < s(f,D') < S(f,D') < S(f,D).

L Véta 6.2 (o dvou délenich). Necht f je omezend funkce na [a,b] a Dy, Dy jsou
délent intervalu [a,b]. Pak

S(faDl) S S(f?DZ)

Definice. Necht D = (x;)7_ je délend [a,b]. Cislo v(D) = max;_1,._n|v; — xj_1]
nazveme normou déleni D.

Priklad. Spoctéme podle definice Riemanniiv integrdl z f(x) = 2% na [0, 1]. Zvolime-
li déleni Dy, = (x;)7_y, je horni soucet S(f, D) = Y7 L(1)2 = #z;;l 2=

j=1 n\n
n(n+1/2)(n+1)

43 To je o néco vic nez 1/3, a zjevné je lim S(f,D,) =1/3.
n— oo

n(n—1/2)(n— 1)

Obdobngm souctem (rozmyslete) dostaneme dolni soucet s(f, Dy) = 43

Opét je limita 1/3, tentokrdt je to o néco méné.

1) K zamySleni: Rozmyslete si, zda odsud uZ plyne, Ze (R) fol 22dx = 1/3. (V
definici je supremum, resp. infimum pres vsechna déleni — nevadi to?)

2) K zamysleni: Rozmyslete si, zda tento postup (zvolime jednu posloupnost
deélent) must fungovat, nebo zda jsme méli kliku.

3) Jak vidime, jde to, ale ne dplné pohodiné. Cilem této definice neni ani tak, aby
se podle ni primo pocitalo, jako to, abychom méli jasné ddno, jak jde pocéitat obsah
plochy.

T Véta 6.3 (kritérium existence R. integralu). Necht f je omezend funkce na |a, b].

Pak
f € Rla,b] & Ve >0 3 déleni D [a,b] : S(f,D)—s(f,D)<e

L Véta 6.4 (monotonie integralu). f,g € R[a,b], f < g, pak (R) f:f < (R) fabg.

Véta 6.5 (linearita integrélu). Pokud f,g € Rla,b], « € R, tak f+¢g € R[a,b], af €
Rla,b] a platd

/f+g— /f+/ a(R)/aaf—a /f

(Bez dukazu.)

Pozndmka. Riemanniv integrdl md i dal§i (prirozené) vlastnosti:

o Aditivita vzhledem k intervalim: Nechf a < b < c¢. Pokud f € Rla,c|, pak také
f € Rla,b], f € R[b,c| a plati

R)/acf=<R>/abf+<R>/bcf.

e Hodnota Riemannova integralu se nezmént, zménime-li funkce v koneéné mnoha
hodnotdch.

e Pokud f € Rla,b], pak také f* a f~ pat#i do Rla,b]. Plati

L Véta 6.6 (vztah monotonie a Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je (ome-
zend) monotdnni funkce na intervalu [a,b]. Pak f € R[a,b].

Definice. Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojitéd na intervalu I, pokud

Ve>036>0Ve,yel: [v—yl <d=|f(z) - fly)l <e.
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Fakt. Necht f je spojitd na omezeném uzavieném intervalu [a,b], pak f je stej-
nomérné spojitd na [a, bl.

T Véta 6.7 (o vztahu spojitosti a Riemannovské integrovatelnosti). Necht f je
spojitd na [a,b], pak f € Rla,b].

T Véta 6.8 (o derivaci integrdlu podle horni meze). Necht J je neprdzdny interval

a f € Rla, B] pro kaZdé a, 8 € J. Necht ¢ € J je libovolny pevny bod. Definujme na
J funkci

x > .

Flz) = (R) [. ]:(t)dt x>c;

—(R) [T f(t)ydt z<ec.

Pak plati
e F je spojitd na J.
o Jestlize je f spojitd v bodé xo € J, pak F'(xo) = f(xo).
Disledek:
(7) Je-li f spojita na (a,b), pak mé na (a,b) primitivni funkei (Véta 6.9).
(i) Necht f je spojitd na intervalu [a, (], o, 8 € R. Pak

z—fB_ T—oy

B
(R)/ f@)dt = lim F(z)— lim F(z),

kde F je primitivn{ funkce k f na («, ).

T Véta 6.9 (o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je otevieny
interval a f je spojitd funkce na I. Pak f md na I primitivnd funkci.
(Dusledek Vét 6.8 a 6.7.)

Definice. Rekneme, Ze funkce f md na intervalu (a,b) Newtontv integrél, jestlize
md na (a,b) primitivnd funkci F' a limy,_q, F(x) alim,_,_ F(x) jsou viastni. Hod-
notou Newtonova integrdlu rozumime ¢islo

b
(N)/ fit)ydt = lim F(x)— lim F(x)

z—b_ T—aq

(vijraz na pravé strané znacime zkrdcené [F(x)]).

L Véta 6.10 (per partes pro uréity integral). Nechf f,f',g,q" jsou spojité na
intervalu [a,b]. Potom

b b
/f@ﬂ@w=wmmm—/fWM@Mw

Véta 6.11 (o substituci pro urcity integral). (i) Necht f je spojitd na intervalu [a, b]
a @ |a, ] = [a,b] je funkce, kterd md na intervalu [, 5] spojitou prond derivaci.

Pak
v(B)

B
/fwwwwaz/ f(z) da.
« e(a)

(i1) Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a ¢ : [, ] = [a,b] je na a md na [, B]
vlastni spojitou nenulovou derivaci. Pak

b 1 e 1 (b)
[ t@ae = e ol =i = [ fem) o,

kde ® je primitioni funkce k fo - ¢ .
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(Bez dukazu.)

Poznamka. V predchozi vété nent nezbytné, aby ¢ byla definovand na celém uzavieném
intervalu [«, B]. MiZeme také vzit funkci definovanou na (a, 8), a meze prepoéitat
pomoct limit.

6.2 Aplikace urcitého integralu

Definice. Nechf f : [a,b] — R je nezdpornd spojitd funkce, pak obsahem plochy
pod grafem funkce f nazveme

Obsah(f, [a, b]) / flx

Definice. Necht f : [a,b] — R je spojitd funkce a necht D = (z;)}_, je déleni
intervalu [a,b]. Oznacme

Z V@ =20+ (Flag) — Fo)

Délkou kiivky f nazveme
L(f([a,b])) =sup{L(f,D); D je déleni [a,b]}.

T Véta 6.12 (délka kiivky). Necht f md na intervalu [a,b] spojitou proni derivaci.

Pak
b
L(f(a ) = [ VIF T s

Véta 6.13 (délka kiivky v R™). Necht ¢ : [a,b] — R™ je spojitd a md spojitou proni
deriwaci. Pak

b
) = [ @P+ (@7 + ()
(Bez dukazu.)

Véta 6.14 (objem a povrch rota¢niho télesa). Necht f : [a,b] — R je spojitd a
nezdpornd. Oznaéme

T={[z,y,2] eR®: z€[a,b] ay2+22< f(z)}.
téleso vzniklé rotact grafu funkce f(x) kolem osy x. Pak
b
Objem(T') = 7r/ (f(x))?dz.

Je-li navic [’ spojitd na [a,b], pak

b
Obsah povrchu(7T') = 27r/ f(@)v/1+ (f'(x))?d.

(Nepoéitime objem dvou kruhovyjch podstav, jen pldsteé.)
(Bez dukazu.)
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L Véta 6.15 (aproximace souéti pomoci integrdla). Nechf f je nerostouci na
intervalu [a — 1,b] (resp. [a,b+ 1]) a necht je na tomto intervalu (Riemannovsky)
integrovatelnd. Bud ¢, = f(k). Pak

b b
e < f(z)dx (6.1)

b b+1
ch > / f(z)dx (6.2)
k=a a
(6.3)
Pokud je f neklesajict, plati nerovnosti opacné.

Piiklad. Odhadnéme H, =Y ;_; .

Véta 6.16 (integrdlni kritérium konvergence fad). Nechl f je nezdpornd, nerostouci
a spojitd na intervalu [ng — 1,00) pro néjaké ng € N. Necht pro posloupnost a,, plati
an = f(n) pro vSechna n > ng. Pak

(N) / flx)dz < 00 < Z an, konverguje.
no

n=1

(Bez dukazu.)

Pi#iklad. Pro kterd a konverguje fada S50 L2

n=1 no
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Kapitola 7

Funkce vice proménnych

Budeme se zabyvat vyrazy, ve kterych vystupuje vice nezavislych proménnych.
Naucime se myj., jak hledat maxima/minima takovych vyrazi, a jak je aproximovat
pomoci ‘tecen’ (tak napi. spocteme 1.1%-%%). Napted ale par pojmi.

Definice. Funkci n redlnych proménnych rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M C R". MnoZina M se nazjvd definiéni obor funkce f a znaci Dy.
Definice. Bud a = (ay,...,a,) € R™ libovolng bod a § > 0. Pak §-okolim bodu a
nazveme mnozZinuy

U(a,d) = (a1 — 0,a1 +6) X (ag — d,az + ) X -+ X (an, — d,an + )
a prstencovym 6-okolim mnozinu P(a,d) = U(a,0) \ {a}.
Mnozinu G C R"™ je oteviend, pokud

VeeG3IS>0: U(zx,d) CG.

Mnozina F se nazjvd uzaviend, pokud jeji doplnék, tj. R™ \ F je otevrend.
Priklad. Pro n =1 jsou oteviené intervaly priklady otevienych mnozin, uzaviené

intervaly priklady mnoZin uzavienych.

K zamysleni: Kdybychom definovali U(x, d) jinak, konkrétné jako mnozinu bodu,
jejichz vzdalenost od x je mensi nez §, dostali bychom stejné oteviené mnoziny.

Definice limity i spojitosti je skoro stejna jako pro funkce jedné proménné, jenom
si ted zavedeme dva pojmy: limita a limita vzhledem k mnoziné.

Definice. Necht f : M — R, M C R™. Rekneme, Ze f md v bodé a € R" limitu
rovnou A € R*, jestlize plati

Ve>030>0Ve e Pla,d) : flz)eU(Ae).

Znacime lim f(z) = A. Rekneme, Ze f md v bodé a € R™ limitu vzhledem k M
r—a
rovnou A € R*, jestlize plati turzeni vySe, v némz misto P(a,d) piseme P(a,d)NM.

Znacime w_)ggleM flz) = A.

Definice. Nechf f: M — R, M CR", a € M. Rekneme, Ze f je v a spojitd/resp.
spojita vzhledem k M, jestlize

lim f(z) = f(a)

r—a

(7”68]). hmx—)a;xeM f(.lf) = f(a))
Ziejmé plati aritmetika limit, véta o straznicich i véta o spojitosti slozené funkce,
a proto je budeme pouzivat na cviceni.

17
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7.1 Parcialni derivace a totalni diferencial

Definice. Necht G C R™ je oteviend, i € {1,...,n}, f: G = R a x € G. Parcidln{
derivaci funkce f v bodé x podle i-té proménné nazveme

of (2) = Tim flry, oo mi+t,. o mn) — f(z1, .0 @y oo, X))
ox; t—0 t

)

pokud limita existuje.

Pi#iklad. Nechf f(x,y) = e®. Pak % = €e*, zatimco % = 0. (Zndte vtip o derivaci
podle y?)

Definice. Necht M CR"™, f: M — R a xg € M. Rekneme, Ze f nabjvd v bodé xg
svého minima (lokdlniho minima) vzhledem k M, pokud

pro vSechna x € M plati f(x) > f(xo)

(ezistuje & > 0, Ze pro vsechna & € M N P(xo,6) plati f(z) > f(z0)).
Analogicky definujeme maximum (lokdlni maximum) a ‘ostré varianty’.

L Véta 7.1 (nutnd podminka existence extrému funkce vice proménnych). Necht
G C R" je oteviend, i € {1,...,n}, a € G a f: G — R. Md-li f v bodé a lokdlni
minimum (maximum) a existuje-li %(a), pak %(a) = 0.

Neékdy neni tiplné jasné, zda nalezené “podezielé body” s nulovymi derivacemi jsou
skutecné extrémy. Uz u funkci jedné proménné nam druhé derivace pomohla poznat,
zda je bod a, kde f'(a) = 0 minimum (pokud f”(a) > 0, f je konvexni) nebo
maximem (pokud f”(a) < 0 a f je konkdvni), nebo ani jedno (pokud f”(a) =0 ...
pak v @ muze (ale nemusi!) byt inflexni bod (piiklad?)). Obdobneé zde, jen situace
bude malicko slozitéjsi. Definice v8ak je piimocara:

Definice. Druhou parcidlni derivaci funkce f rozumime parcidlni derivaci nékteré
parcidlni derivace f, pokud existuji. Porddné:

Necht f md na oteviené mnozine G C R"™ parcidlni derivaci é%’ ie{l,...,n}. Pak
definujeme pro a € G a j € {1,...,n} druhou parcidlni derivaci, kterou zapisujeme
0% f o (Of L,
Ferde @ = gy (g )@ o i £
a
0 f o yof

Obdobné definujeme a zapisujeme derivace vyssich Tadu.

Pokud G C R™ je oteviend mnoZina a f md vSechny parcidlni derivace spojité,
Fikdme, Ze f je prvek CH(G). Obdobné, f je v C*(G), pokud md spojité viechny
druhé parcidlni derivace, atd.

Véta 7.2 (zaménnost smiSenych derivaci). Pokud md funkce f v bodé a € R™

2 2 2
spojitou parcidlng derivaci %, pak existuje 1 %(a) a je rovna a:?-afz- (a).

0T j i A
(Bez dukazu.)

K zamysleni: Naleznéte f, pro kterou obé vyse zminéné parcialni derivace existuji,
ale nerovnaji se.
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Véta 7.3 (postacujici podminky pro lokdlni extrém). Necht G C R™ je oteviend
mnozina, a € G a necht f € C?(G). Necht df(a) = 0 (tedy a je bod podezielyj na
lokdlnd extrém).

o Je-li D?f(a) pozitivné definitni, pak a je bod lokdlniho minima.
o Je-li D?f(a) negativné definitni, pak a je bod lokdlniho mazima.
o Je-li D?f(a) indefinitni, pak v a neni extrém.
Zde D?f(a) znaéi tzv. Hessidn — n x n matici viech druhych parcidlnich derivaci v

bodé a, tj. D*f(a) = (82f(“) )n

3$,8m7 i j:l'
s

(Bez dukazu.)

Zmnalosti o definitnich maticich jste mohli ziskat v linedrni algebie, zde jen strucné.
Napted definice, bud M matice n x n. Rekneme, ze M je

o pozitivné definitni pokud Vo € R "Mz > 0

e negativné definitni pokud Vo € R"® 2T Mz < 0

e pozitivné semidefinitni pokud Yo € R™ 27 Mz > 0

e negativné semidefinitni pokud Vo € R"® 2T Mz < 0

e indefinitni pokud neni ani pozitivné semidefinitni, ani negativné semidefinitni.

7 ruznych moznych kritérii si zminime Sylvestrovo determinantové: Pro matici M
oznatme M; matici i X i obsahujici prvnich i fddek a prvnich ¢ sloupct. Pak M je

e pozitivné definitni pravé kdyz Vi det M; > 0;
o negativné definitni pravé kdyz Vi det M; - (—1)* > 0;
e indefinitni pravé kdyz existuji vektory z,y € R™ tak, ze ¥ Mz < 0 < yT My.

e Pro M pozitivné/negativné semidefinitni plati prvni{ nebo druhy bod s ne-
ostrou nerovnosti, tyto nerovnosti viak nezarucuji semidefinitnost! (Pro-
myslete si tfeba matici s diagondlou 0,1, —1 a nulami mimo diagondlu!)

Piiklad. Urcete lokdlni extrémy a jejich typy pro funkci f(x,y) = x* — 2% + 42
definovanou na celém R?. K zamySsleni: Jsou tyto extrémy globdlni?

Znaceni: pokud a,b jsou body v R™, tak symbolem [a,b] zna¢ime m-rozmérng in-

terval (kvddr): soucin
m

l_l[min{a7 b}, max{a,b}].

i=1

T Véta 7.4 (o piirustku funkce vice proménnych). Necht f md vlastni parcidlnd
derivace v kazZdém bodé m-rozmérného intervalu [a,b]. Pak existuji body c1, ..., cpm €
[a,b] takové, Ze

50) = (0 = 3 5L )0 - 0.

Poznamka. Kdybychom uméli derivovat sloZené funkce vice proménnich, mohli
bychom tuto vétu dokdzat sndze a jen s pouZitim jednoho bodu c;. PouZitim m bodu
st dikaz umoznime i bez vét, které jsme jesté neméli (a ke kterym naopak tuto vétu
pouijeme).
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L Véta 7.5 (parc.derivace a spojitost). Bud'a € R", e > 0. Necht f : U(a,e) = R
md omezené vsechny parcidlni derivace. Pak f je spojitd v a.
(K dukazu sta¢i pouzit vétu o piirustku funkce vice proménnych.)

L Véta 7.6 (o tvaru totdlniho diferencidlu). Necht G C R" je oteviend, a € G
a f: G — R. Necht eristuje totdini diferencidl f v bodé a, pak evistuji parcidlni

derivace %(a) a pro véechna h € R™ plat{
of of
dj h) = =——(a)h1 + ...+ =——(a)hy,.
F@)(h) = 5-(@)h ...+ 52 (a)

Definice. Necht G C R"™ je oteviend, f : G — R, x € G a 0 # v € R™. Derivaci
funkce f v bodé xz € G ve sméru v nazveme

OF (1) _ iy Fa 1) — f(a)

ov z) t—0 t )

pokud limita existuje.
Pozndmka. Zrejmé je %(m) =Vf(z)-v.

Definice. Necht G C R" je oteviend, f : G — R a a € G. Rekneme, Ze linedrni
zobrazeni L : R™ — R je totdlni diferencidl funkce f v bodé a, jestlize

oo Fat b~ fla) ~ L(h)
h—0 |h]
Znacime df (a) a hodnotu v bodé h € R"™ znacime df (a)(h).

L Véta 7.7 (tot.diferenciél a spojitost). Pokud funkce f md v bodé a € R totdlnd
diferencidl, tak je f v a spojitd.

=0.

L Véta 7.8 (Spojitost parc.derivaci a tot.diferencidl). Pokud funkce f md v bodé
a € R spojité vsechny parcidlni derivace, pak f md v a totdlni diferencidl.
Definice. Vektor V f(a) = (%f—éi‘), ceey %fT(:)) se nazyvd gradient funkce f v bodé

a. Predchozi véta tikd, Ze df (a)(h) je skaldrnd soucin vektori h a V f(a).

Geometrické vyznamy gradientu

e smér nejvétsiho prirustku: rozdil f(a+v) — f(a) je pfiblizné roven skalarnimu
soucinu V f(a)-v. Pii pevné velikosti v je toto nejvétsi (resp. nejmensi), pokud
je v kladny (resp. zdporny) nasobek gradientu V f(a).

e teénd nadrovina ke grafu f. Graf funkce f je mnozina (z, f(z)) v R**L. Jeji
normdlovy vektor v bodé (a, f(a)) je roven (V f(a), —1). Te¢na rovina mé tedy
rovnici

Tni1 — fa) = Z gﬂ{z (a) - (x; —a;).

Piiklad. Spocitejme priblizneé 1.1%°. Oznacme f(x,y) = x¥ a pisme

flz +dz,y+dy) = f(z,y) + df (v, y)(dz, dy) (7.1)
B of (x,y) Of(x,y)
= f(z,y) + e dx + oy dy (7.2)

Tedy konkrétné f(1+0.1,1 —0.1) = f(1,1) +1-0.1 +0-(=0.1) = 1.1. (Presnd
hodnota je 1.0895....)



7.2. VEKTOROVE FUNKCE — ZOBRAZENI DO RM 21

7.2 Vektorové funkce — zobrazeni do R™

Definice. Vektorova funkce vice proménnych je zobrazeni f : M C R™ — R™.
Muzeme ji prirozené chdpat jako m-tici normdlnich funkci vice proménngjch, tj.
f=0U, . fm),afi: M—=R.

Pro zobrazeni f definujeme parcidlni derivaci % = (%, ceey %J;T?' ).

Pro definici limity funkce f méme dvé pfirozené moznosti. Bud muzeme malicko
modifikovat definici puvodn{: fekneme, Ze lim,_,, f(z) = y pokud

Ve > 036 > 0Vx € U(a, ) f(z) € U(y,¢)

Definice vypada stejné jako pro funkce R™ — R, jediny rozdil je v tom, ze bod y je
ted z R™, takze i U(y,e) mé obecnéjsi vyznam.

Rozmyslete si, ze tato definice je ekvivalentni jinému pfistupu, kdy fekneme, ze
lim,_,, f(z) = y pokud pro viechna j =1,...,m plati lim,_,, f;(z) = y;.
Rozmyslete si, ze pokud definujeme parcidlni derivaci E%{i pomoci nové rozsiteného
pojmu limity, tak dostaneme stejnou definici jako vyse.

Definice. Bud f : M C R™ — R™ zobrazeni, jeho slozky budeme znacit fy, ...,
fm, proménnou budeme psdt x = (x1,...,x,). Totdlni diferencidl f v bodé a je
linedrni zobrazeni df (a) : R™ — R™ takové, Ze

fla+z) = f(a) = df(a)(x) + of[]) .

Jacobiho matice pro f v bodé a je

Df(a) = Jy(a) = 9L (a) = (%’ <a>>

6a:j

i=1j=1

Poznamka. Terminologie i znaceni kolisd.

Fakt: Matice lindrniho zobrazeni df (a) je %(a). To je analogie Véty 7.6 a da se
pomoci ni také snadno dokézat.

Véta 7.9 (o aritmetice totalniho diferencidlu). Necht f,g: G — RF pro otevienou
G CR", ac€ G adf(a), dg(a) existujgi. Pak existugi i d(f +g)(a) a d(cf)(a) (c € R).
a platt

1. d(f + g)(a) = df (a) + dg(a)
2. d(cf)(a) = cd(f)(a)
(Bez dukazu.)

Véta 7.10 (diferencidl slozeného zobrazeni). Necht g : R® — R™ a f : R® — Rk,
a€R® ab=g(a). Pak

Wo@)| _ =dfy)| _dg(w)

y= T=a
(Jen néaznak: pokud nahradime pfirtastek f(a+x) — f(a) hodnotou tot.diferencidlu
df (a)(x) (a chybu zanedbdme), tak je to jasné.)

L Véta 7.11 (fetizkové pravidlo).

Priklad. Zkuste si zderivovat H(z) = x% jako sloZené zobrazent pro f(u,v) =u" a
u(z) =v(z) = z.
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7.3 Taylortv polynom

Pokud chceme hodnotu funkce pobliz zndmého bodu aproximovat presnéji, nez po-
moct totdlniho diferencidlu, musime pouzit Tayloruv polynom pro vice proménnijch
vy$siho Tadu, analogicky k situaci z funkci R — R. Pro jeho efekini zdpis napred ale
zavedme $ikovné znaceni pro zachdzeni s k-ticemi éisel. Bud o = (v, ..., o) € NF
(takové a budeme nazgvat multiindex ).

o prox = (x1,...,x1) poloZime x* = x7" ... "
o |aj=a1+ -+ ag
e ol=oqay! a!

! [af!

o ('g') = ‘0—! = o (tzv. multinomicky koeficient)

_ o)
* 0zq (I) - 63:(111...5)1':’“

Napisme si napred v tomto znaceni multinomickou vétu: je-li x = (z1,...,xk), plati
D T
.. a
a multiinder, |o| =n
(Na predndsce byly tato a ndsledujici véta v opacném poradi, proto divné éislovdni.)

T Véta 7.13 (Tayloruv polynom pro funkce vice proménnych). Necht U = U(a,¢)
je néjaké okoli bodu a € R*. Necht f : U — R je funkce z C™(U). Taylortiv polynom

funkece f(x1,...,x) stupné n (se stredem v a) je
ny N 9f(a) (x —a)*

m=0 o multiindezx
la] =m

Pak plati

f(@) =T[5 (@) +o(llz]")
(Dikaz jen pro n = 2: pomérné snadno prevodem na jednorozmény pripad, tj. misto
funkce [ bude zkoumat (pro pevny vektor v) funkci g(t) = f(a + tv))

Poznamka. Pro n = 1 dostdvdme vyse zkoumanou aproximaci pomoci totdlniho
diferencidlu. Pro n = 2 se objevi ‘kvadraticky vyraz’ (x — a)? D?f(a)(x — a) (zde
D?f(a) je matice kxk, (x—a) je k-slozkovyj vektor). Odsud se dd dokdzat (s troskou
prdace) Véta 7.5.

7.4 Veéta o implicitni funkci

Chceme Tesit soustavu rovnic tvaru

fi(xla---;xmayla"'ayn>:0

proi=1,...,n. Chdpejme ji jako rovnici pro y;, jsou-li ddna ;. V linedrni algebre
se (pro linedrni funkci f;) ukazuje, Ze tato soustava m rovnic pro n nezndmich md
“obuykle” jednoznacné resent. To obvykle zde znamend, Ze matice soustavy nesmi byt
singuldrni. Pro nelinedrni funkce si nyni ukdZeme zobecnéni. Predem upozornime,
Ze oproti linedrnim soustavdam, tady obvykle nebude mozZné tesent vyjddrit vzorcem.
Presto o nich néco budeme moci Tici.
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Véta 7.12 (véta o implicitnich funkeich). Bud'a € R™,b € R", f: U =U((a,b)) —
R™. (Tj. soustava vyse md tvar f(x,y) = 0.) Nechf f(a,b) = 0. (Tj. pro z = a je
reseni y = b.) Necht ddle f € C*(U) (pro néjaké k > 1) a

det (gi; (a, b))n 40

i,5=1

Pak existugi 6, A > 0 takovd, Ze pro x € U(a,d) existuje v U(b, A) prdvé jedno y,
pro néz f(x,y) = 0. (Tj. prdvé jedno reseni soustavy rovnic.) Navic funkce, kterd
x pritazuje y (oznacme ji y(z)) je = CF(U).

Definice. Pro spojitou funkci g : R* — R* nazveme mnozinu tvaru {z € R" :
g(x) = 0} varieta. (Obuykle se priddvd podminka Vg # 0, my ji pro jednoduchost
vynechdme. )

Rozmysleme si znovu Veétu 7.12. Hovori o mnoZiné
V= {(z,y) eR™" : g(z,y) = 0}

(g : R™T™ — R™ spojitd funkce), kterd je zadand implicitné, pomoci vlastnosti,
kterou body V' magi. Chceme tuto mnoZinu vyjddrit explicitné, ve tvaru {(z,y(z)) :
x € X} pro vhodnou mnoZinu X a funkciy(x). A véta o implicitni funkci ndm 7ikd,
kdy je toto mozné.

Rozmysleme si konkrétni priklad. Implicitni popis jednotkové sféry je

Vsimneéte si, Ze pomoci tohoto popisu nemuzeme primo generovat body v dané mnoziné
- to bychom museli napted vyresit prislusnou rovnici (coz je tady snadné, ale obecné
nemust jit). Druhou moZnosti je popis explicitni, rekneme, Ze pro danych n — 1
souradnic se posledni soutadnice spocitd pomoci néjakého predpisu — zde

BZ{(xl,...,xn)ERn:xn:\/1—(33‘%4-33‘%4-"'4-37%_1).

Pomoci tohoto zdpisu muzeme uz body na dané plose generovat — nasli jsme tedy
i néjaky souradnicovy systém popisujict prislusnou plochu (konkrétné (xy,...,Tn_1),
poslednt souradnici miZeme dopocitat). Z tohoto hlediska je explicitni popis Sikovnéjsi,
ale vsimnéte si “drobnijch rozdili”: urcéité nend pravda A = B, vynechali jsme uplné
body s x,, < 0. Také pro body kde je 22 + 23 +--- +22_, =1 je nesikovné, Ze libo-
volné blizko najdeme body, pro které uz x, nelze dopocitat, pod odmocninou mdme
zdporné ¢islo. Oproti tomu pokud je 3 +x3+---+x2_| < 1, tak miZeme dopocitat
vhodné x, i pro “vsechny body okolo”, neboli v takovychto bodech se B jevi jako kus
n — 1-rozmeérného Eukleidovského prostoru.

Zejména ale nend jasné, jestli takto muzeme postupovat obecné, ne kaZdd rovnice
jde tak snadno vyresit jako ta v predpisu mnoZiny A, nékteré nejdou vyresit vibec
(Tesent nelze napsat “vzoreckem”).

Véta 7.12 popisuje, Ze explicitni popis vidy existuje (pokud situace neni v jistém
smyslu degenerovand, jako v popsaném prikladé body s x5 + x5+ -+ +22_; = 1).
Tento explicitni popis nelze vidy vyjddrit konkrétnim vzorcem (rovnici neumime
vyresit), zato miuzeme jednoduSe najit parcidini derivace tohoto explicitniho vyjddrent,
cozZ je casto uzitecné.
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Véta 7.14 (derivace implicitni funkce). V situaci Véty 7.12 je

dy __(or\T s
or oy Or
ve vSech bodech x € Ula,?).
(Bez dikazu.)
Pripomenime, Ze symbolem % rozumime matict totdlniho diferencidlu, tj. matici

(gicj )i

Ndsledugict véta zobecniuje vétu ze zimniho semestru: tehdy jsme pocitali derivaci
inverzni funkce jako prevrdcenou hodnotu derivaci, nyni spocteme vsechny derivace
inverzniho zobrazeni (je jich uZ celd matice) jako inverzni matici. Tentokrdt je ale
podstatnou soucdsti véty i ¢dst existencéni, nenulovost determinantu matice derivact
zaruci existenci inverzniho zobrazend. (Obdoba plati i pro funkce jedné proménné,
ale tam jsme ji obvykle nepotiebovali.)

(Na predndsce byla tato véta rozdélena na dvé, s éisly 7.15 a 7.16.)

Véta 7.15 (o inverznim zobrazen{). Nech? G C R" je oteviend mnozina, f : G —
R™ zobrazeni z C*(G), a € G, f(a) = b. Pisme f(x) = (fi(x),..., fa(2)) a x =
(x1,...,2n). UvaZme ddle matici jednotlivgch parcidlnich derivaci

J = (Wi) :
Ox; i.j

Pokud matice J je requldrni (tj. det J # 0), pak ezistuje inverzni zobrazeni f—!
definované na néjakém otevieném okoli bodu b. Navic, toto inverzni zobrazeni md v
b vSechny parcidlni derivace, které jsou ddny matici J L.

(Jen idea: miZeme vyuZit vétu o implicitni funkci, poloZime g(x,y) = f(y) —x. Pak
zobrazend y(x) spliuje g(x,y(x)) = 0 prdavé tehdy, kdyz f(y(z)) = z, neboli kdyz
y je inverzni zobrazeni k f. Nebo bychom mohli tuto vétu dokdzat primo a vétu o
implicitni funkci z ni odvodit. )

7.5 Vazané extrémy

Napred si Teknéme, prozatim bez dikazu, vétu, kterd zobecriuje to, co dobre zndme
z funkci jedné proménné: spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyvd mazima
a minima. (Tato véta by se hodila uz diive, pri rozhodovdni o tom, zda nalezené
lokdlni extrémy podle Vét 7.1 a 7.8 jsou globdlni.) (Na predndsce méla ndsledugici
véta ¢islo 7.18.)

Véta 7.16 (Existence extrému na omez. uzavi. mnoz. v R"). Bud g : R® — R¥
spojité zobrazeni. Oznacme F = {x € R™ : g(x) > 0}. Necht je F C R"™ omezend
mnoZina (tj. necht existuje konstanta C tak, Ze vSechny body F maji od pocdtku
souradnic vzddlenost mazimalné C). Necht f : F — R je spojitd funkce. Pak f
nabyvd na F maxima i minima.

(Bez dikazu.)

Poznamka. Véta plati obecnéji pro uzavirené a omezené mnoziny v R™, v té po-
dobé si ji dokdZeme obecnéji v metrickych prostorech, pomoci tzv. kompaktnosti. Ve
vétsiné pripadu ale muzeme uzavienost prokdzat tak, Ze mnoZinu napiseme ve tvaru
{z : g(z) > 0} — prip. {x : g(x) = 0}. Verze s rovnosti se ale z verze s nerovnosti
snadno dokdZe (rozmyslete si!).
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Piiklad. Zkoumejme funkci f(x,y) = xy?e® jednotkovém kruhu, tj. na mnoziné
B(0,1) = {(z,y) € R?: 22 + 32 < 1}. Jednd se o spojitou funkci na uzaviené ome-
zené mnozing, tudiz nabyvd extrému. Jak je ale najit? Pro funkci jedné proménné
jsme zvldst prozkoumali koncové body a zvldst otevieny interval (tak, Ze jsme hledali
body, kde je derivace rovna nule).

Zde budeme postupovat obdobné. Extrémy f na B mohou byt nabyty bud ‘wuniti’ (v
tomto pripadé je asi jasné, co se tim mysli, presnd definice obecnéji v metrickych
prostorech), nebo na hranici. Pro proni pripad mdme Véty 7.1 a 7.3.

Pro body na hranici bychom mohli v tomto pripadé zkouset dosazovat y(x) = /1 — 22,
poprat se s tim, Ze musime wvazovat i y(x) = —v1 — 22 a Ze bod (z,y) = (1,0) je
specidlni a vyslo by to. Elegantnéjsi postup ddvd ndsledujict véta (po jejimz vysloveni
priklad dopocitdme).

T Véta 7.17 (Lagrangeova véta o vazanych extrémech). Nechtf G C R™ je oteviend
mnozina, s < n,f,q1,...,9s € CY(G) a mé&me mnozinu

M={zeR":gi(z)=...=gs(z) =0}.

Je-li a € M bodem lokdlniho extrému [ vzhledem k M a vektory Vgi(a),...,Vgs(a)
jsou linedrné nezdvislé, pak existuji ¢isla A1, ..., s tak, Ze plati ndsledujici rovnost
pro vektory

Vf(a) =AMVgi(a)+ ...+ AsVgs(a).

Poznamka. Véta ndm rikd, Ze pokud extrém existuje, tak ho umime najit z néjaké
rovnice. Véta ale nezarucuje existenci extrému (k tomu musime pouzit Veétu 7.16)
ani nerikd, Ze bod z rovnice nalezeny je extrém (existuje varianta Véty 7.3, ale je
trochu technickd)!

Poznamka. Kdo néekdy zkoumal v mapé, kde je nejuyssi bod na néjaké cesté, tak znd
specidlnd pripad: v nejuyssim bodu bud prochdzime vrcholem (lokdlnim maximem)
nebo se vracime pred vrcholem. V prunim pripadé je gradient nadmorské vysky V f
je nulovy. Ve druhém pripadé je cesta teénd ma vrstevnici. Pokud je cesta uréend
rovnici g = 0, tak jsou vrstevnice f a g tecné prdavé kdyz V f a Vg jsou rovnobézné.

K zamysleni: Kdyby se ve vété vynechal predpoklad o linedrni nezdvislosti vektori
Vgi(a) pro i = 1,...,s, tak by prestala platit. Pro¢? (Nakreslete obrdzek — to je
ast rozuméjsi — nebo najdéte protipriklad, kde funkci f a funkce g; zaddte pomoci
vzorci.)
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Kapitola 8

Metrické prostory

Motivace: Mdme-li dva body v roviné, jsou nejméné tii prirozené zpusoby prirazent
vzddlenosti. Muzeme zkoumat eukleidovskou (“normdlni”) vzddlenost, souctovou
vzddlenost (uZiteénou pri cestovdni méstem s pravothlou siti silnic), nebo maxi-
movou vzddlenost (uZiteénd pri pohybu Sachového krdle). Bude se tedy hodit, pro-
zkoumat pojem vzddlenosti ve vétsi obecnosti.

8.1 Zakladni pojmy

Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, d), kde P je mnoZina
bodi a d: P x P — R spliuge

1. Ve,yeP: d(z,y) =0 z=y,

2. Vx,y € P: d(z,y) =d(y,x) (symetrie),

3. Va,y,z € P: d(z,2z) <d(x,y) +d(y, z) (trojihelnikovd nerovnost).
Funkci d nazyvdme metrika.

Piiklad. 1) Euklidovskd metrika na R™. Pro x,y € R™ definujeme da(x,y) =
22;1(%' —vi)?.

2) Mazimovd metrika na R™. Definujeme doo(2,y) = max;—1. . |T; — yil-

3) Souctovd metrika na R"™. Definujeme dy(z,y) = > |z — yi].

4) Diskrétni metrika na libovolné mnoziné P je definovdna jako d(x,z) = 0 pro

vSechna x € P a d(x,y) =1 pro vechna x # y.

5) Supremovd metrika na C([0,1]) je definovdna d(f,g) = sup,cpo,1) |f(x) — g(z)].

6) Metrika na L2([0,27]) = {f : [0,27] = R : [7|f(2)[? dz < oo} je definovdna
A(f,9) =\ ;" 17 (@) = g(@)[? da.

K zamysleni: Rozmyslete si, Ze vyse uvedené vzorce skutecné urcuji metriku.

Definice. Necht (P,d) je metricky prostor, x € P, r > 0. Otevienou kouli se
stfedem x a polomérem r nazveme mnoZinu

B(z,r):={ye P: d(z,y) <r}.
Uzavienou kouli se stfedem z a polomérem r nazveme mnoZinu

B(z,r):={y € P: d(z,y) <r}.

27
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Definice. Necht (P,d) je metricky prostor. Rekneme, e mnoZzina G C P je oteviend
(v (P,d)), jestlize pro kazdy bod x € G existuje r > 0, Ze B(x,r) C G. Rekneme, Ze
mnozina F C P je uzaviend (v (P,d)), pokud je P\ F oteviend.

Piiklad. Otevieny interval je oteviend mnoZina v (R,dy). Uzavieny interval je
uzaviend mnozina v (R, dy).

L Véta 8.1 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P,d) je metricky prostor. Pak
1. 0 a P jsou otevrené mnoziny.
2. Jsou-li Gy,...,G, oteviené, pak ﬂ?:l G; je otevrend.

3. Jsou-li Go, a € A oteviené, pak |, Ga je oteviend.

K zamysleni: Ve treti édsti je A libovolné velkd mnoZina. Oproti tomu druhd cast
neplati pro nekonecéné pruniky. Proc?

L Véta 8.2 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, p) je metricky prostor. Pak
1. 0 a P jsou uzaviené mnoZiny.
2. Jsou-li i, ..., F, uzaviené, pak \J;—_, F; je uzaviend.

8. Jsou-li F,, o € A uzaviené, pak (¢4 Fa je uzaviend.

Definice. Necht (P,p) a (P,o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze metriky p a
o jsou ekvivalentni pokud existuji konstanty cq,co > 0 tak, Ze pro vSechna x,y € P
plati

Clp(zvy) S U(‘T,y) S C2P(5€ay) .

K zamysleni: Vyse definovand ekvivalence metrik je opravdu relace ekvivalence (tj.
symetrickd, reflexivni a tranzitioni). K zamysleni: FEkvivalentni metriky ... magji
stegné otevrené a uzaviené mnoziny.

Definice. Necht V' je wvektorovy prostor. (Tak jako v linedrni algebie) nazveme
norma zobrazeni V. — R, jehoZ hodnotu pro x € V znaéime obuykle ||x|| a které
splniuje ndsledujici poZadavky:

1. Jlex|| = ¢||z|| pro vsechna ¢ > 0,
2 Nz +yll < ll=ll + llyll,
3. |lz| >0, pricemz ||| = 0 jen pokud je x = 0.

Duwvod proc¢ zde pripomindme definici z linedrni algebry je ten, Ze z vektorového
prostoru s normou muzZeme vyrobit metricky prostor, se stejnou mmnozinou bodu-
vektori a s metrikou danou predpisem o(x,y) = ||z — y||. K zamysleni: Toto je
opravdu metrika.

8.2 Konvergence v metrickych prostorech

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a (x,)52, je posloupnost prvki P a
x € P. Rekneme, Ze (z,)52; konverguje k x (v (P, p)), pokud lim,,_, o p(xy, z) = 0.
Znacime limy,, oo T = x, nebo T, L .
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Poznamka. FEkvivalentni s vyse uvedenou definici lim,_, o x, = x je ndsledujici
geometricky ndzorny zdpis

Ve >0 3ng Vn>ng : z, € B(z,e).

L Véta 8.3 (konvergence a metrika). Budte (), (yn) posloupnosti v metrickém
prostoru (P,d). Necht (x,) konverguje k x, (yn) k y. Pak lim,_ oo d(xpn,yn) =
d(x,y). Specidlné: kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

T Véta 8.4 (charakterizace uzavienych mnozin). Necht (P, d) je metricky prostor
a FF C P. Pak

F je uzavrend < (xnios a Ty EFé:L’GF).

Definice. Bud (X,d) metricky prostor, A C X. Definujeme

e vnitiek A: intA =U{G C A : G oteviend}.

o uzdvér A: A=N{F 2 A: F uzaviend}.

e hranici A: 94 = AN (X \ A).
Véta 8.5. e intA je oteviend mnozina, A a A mnoZiny uzaviené.

o intA=X\(X\A4)

o A=X\int(X\A)

o J0A=A\intA
(Bez dikazu.)

8.3 Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory

Definice. Nechf (P,p) a (Q,0) jsou metrické prostory. Necht P, f : P — Q a
Zo e P.
Rekneme, Ze f je spojitd v bodé x, jestlize

Ve > 030 >0V € B,y(x0,0) : f(x) € Bs(f(z0),¢).
Rekneme, Ze f je spojité na P, jestlize je spojitd v kazdém bodé P.

L Véta 8.6 (spojitost a konvergence). Necht (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory
a f: P — Q spojité v x. Necht (z,) je posloupnost konvergujici k x. Pak f(xy,)
konverguje k f(x).

Véta 8.7 (charakterizace spojitosti). Necht f je zobrazeni z (X,d) do (Y, p). Pak
ndsledugjict tvrzeni jsou ekvivalentni.

o f je spojitd na X
e Pro kaZdou otevienou G CY je f~1(G) oteviend.
e Pro kazdou uzavienou F CY je f~Y(F) uzaviend.

(Dikaz byl jen édsti — nezkoust se.)

Definice. Bud' X mnozina a G podmnoZzina P(X). Rekneme, zZe (X,G) je topolo-
gicky prostor pokud
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e 0.Xeg
° Gl,...,Gneg:Glﬂ~-~ﬁGn€g
o (Va€ A)G,€G = UueaG, €G

Specidlné tedy dostaneme topologicky prostor, pokud G budou vSechny oteviené mnoziny
v metrickém prostoru (X,d) pro libovolnou metriku d (Véta 8.1).

O konvergenci, spojitosti, atd. muzeme rozhodnout i bez znalosti metrik, jen se zna-
losti toho, které mmoziny jsou oteviené.

Piiklad. Bud f(x,y) = 2* + y?. Toto je spojitd (K zamySleni: proc?) funkce
R? — R. Zvolme uzaviené mnoziny 1, F» C R takto: Fy = {1}, F; = (=00, 1]. Dle
Vety 8.7 jsou uzaviené i jejich vzory, tedy mnozZiny

{(z,y) eR®: 2” + ¢ =1},
{(z,y) € RZ: 22442 < 1}.

8.4 Podprostor metrického prostoru

Definice. Bud (X,d) metricky prostor, A C X jeho neprdzdnd podmnoZina. Sym-
bolem d| ax A rozumime restrikci d na Ax A. Metricky prostor (A, d|ax a) nazgvdme
podprostor prostoru (X, d).

Véta 8.8 (oteviené mnoziny v podprostoru). Bud' (X, d) metricky prostor a (A,d|axa)
jeho podprostor. Mnozina G C A je oteviend v (A,d|axa), prdvé tehdy, kdyZ exis-
tuje (U, d) oteviend v (X, d) takovd, e G =U N A.

(Bez dikazu.)

Véta 8.9 (spojitost na podprostoru). Bud (X,d) metricky prostor a (A,d|axa)
jeho podprostor. Bud (Y, 0) dalsi metricky prostor. Pokud [ : (X,d) — (Y, 0) je
spojité zobrazend, tak je spojitd i restrikce f|a.

(Bez dikazu.)

8.5 Kompaktni metrické prostory

Definice. Nechf (X,d) je metricky prostor. Rekneme, e X je kompaktni, jestlize
z kazdé posloupnosti prokiu X lze vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, Ze
mnozina A C X je kompaktni, jestlize je prostor (A,d|axa) kompakind.

Poznamka. MnoZina A je kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti jejich prvki lze
vybrat poslupnost, kterd konverguje k bodu v A.

Piiklad. [a,b] je kompakini mnozina (Bolzano-Weierstrassova véta,).
Diskrétni metricky prostor je kompaktni, prdvé kdyz je konecnyi.

T Véta 8.10 (vlastnosti kompaktnich mnozin). Necht (X,d) je metricky prostor
a A C X je kompakini. Pak plati

o A je uzaviend,
e A je omezend (tedy Jx € X, r >0, Ze A C B(z,7)).

L Véta 8.11. Necht metricky prostor (X,d) je kompaktni, A C X je uzaviend.
Pak je A také kompakini.
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Véta 8.12 (kompaktnost kvadru). MnoZina Hle[ai, bi] je kompaktni podmnoZzina
(R4 d).

(jenom ndznak)

T Véta 8.13 (charakterizace kompaktnich mnozin R™). Mnozina K C R" je kom-
paktni, prdave kdyz je omezend a uzaviend.

Véta 8.14 (nabyvéni extrému na kompaktu). Necht (X,d) je metricky prostor a
K C X je kompakini. Necht f : K — R je spojitd. Pak f nabyvd na K svého
mazima i minima. Specidlné je tedy f na K omezend.

(Bez diikazu.)

Pozndmka. Tuto vétu zndme uz ze zimniho semestru, kde ovsem X bylo R, d(z,y) =
|x—y| a K uzavreny interval. Jak jsme uz vidéli v minulé kapitole, tato véta je klicovd
pro vydetiovdni globdlnich extrémi spojitych funkci: Pomoci této véty zjistime, Ze
néjaky extrém existuje: globdlni, a tedy i lokdlni. A pak vyuZijeme vét pro hleddani
lokdlnich extrémi (Vf =0 nebo Lagr. multiplikdtory).

Poznamka. Pro kompaktni mnoZiny plati i dalsi prekvapivé véty: napt. na kom-
paktni mnoziné je kaZdy spojitd funkce stejnomérné spojitd. (To jsme nedokdzali,
ale vyuZili pri zkoumdni Riemannova integrdlu ze spojité funkce.) Obecné se dd Tici,
Ze kompaktni mnozZiny jsou ty, které se “chovaji hezky” nebo také “skorokonecné”.



