Kombinatorické etudy 8 — ZS 2012/2013

1. (1.30) Kolik posloupnosti délky n lze sestavit z pismen a, b, ¢, d, pokud nesmi{ byt
nikde a vedle b7

2. (4.11) Urcete pocet koster grafu G, kde G je
1. doplnék parovani: grafu s ¢ nezavislymi hranami a n — 2¢ izolovanymi vrcholy

2. doplnék hvézdicky: grafu s ¢ hranami sousedicimi s jedinym vrcholem a n—g—1
izolovanymi vrcholy

Muzete pouzit determinantovou metodu, nebo také nasledujici vzorec. Oznac¢ime
T(G) pocet koster grafu G. Pak plati

T(G) =) ()" "T(GX]) ... T(GIX])Xa] . X0

piicemz G[X;] znaéi doplnék grafu G indukovaného vrcholy X;, a séitani probiha
pres vSechny rozklady (Xi,..., X, mnoziny V(G), an = |V(G)|.

3. (7.6) (a) Bud G bipartitn{ graf s partitami A, B, a bud k > 0 celé &islo pro které
[Na(X)| > X[ +k

plat{ pro viechny neprazdné mnoziny X C A. Bud'te X, X, dvé mnoZiny pro které
v této nerovnosti nastava rovnost. Ukazte, ze pokud X7 N X5 je neprazdna, tak pro
ni také nastava rovnost.

(b) Ukazte, ze graf G z ¢dsti (a) ma podgraf G’ obsahujic{ A, pro ktery

o deg v =k + 1 pro véechny v € A a
e |Ne/(X)| > |X| + k pro vSechny neprazdné X C A.

4. (8.12) Graf G nazveme a-kriticky, pokud a(G — e) > a(G) pro vsechny jeho
hrany e.

Bud G néjaky a-kriticky graf bez izolovanych vrcholi. UkaZte, ze kazdy vrchol
je obsazen v néjaké maximalni nezavislé mnoziné, ale ne ve vSech.

Pokud z, y jsou vrcholy G, které netvoii komponentu souvislosti, tak existuje
maximalni nezavisla mnozina, ktera obsahuje pravé jeden vrchol z x, y.

Pokud z, y jsou sousedni (a netvoii komponentu), tak existuje maximalni nezavisla
mnozina, kterd neobsahuje zadny z nich.

5. (13.37*) Matici nazveme totdiné unimoduldrni, pokud kazda ¢tvercovd podmatice
mé determinant 0 nebo +1. Matice incidence hypergrafu je definovana jako u grafu:
na pozici (7, 7) je 1 pokud je i-ty vrchol v j-té hrané, a jinak je tam 0.

Ukazte, ze hypergraf H mé totalné unimodularni matici incidence, pravé tehdy
kdyz kazdy podhypergraf Hyy mé dvojobarveni, ve kterém je kazdd hrana skoro
rozpulena: Pokud ozna¢ime mnoziny vrcholu s barvou i jako A4; (i = 0,1), tak pro
kazdou hranu e € E(H) plati ||e|/2]| < |en A1| < [le|/2].

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



