Kombinatorické etudy 3 — LS 2012/2013

1. (1.6 — zbylo z minula, chybi ¢dst (d))
Stirlingovo rozkladové ¢islo {7} (téz S(n, k), Stirlingovo &islo druhého druhu) znaéi pocet rozkladu

mnoziny {1,...,n} na k neprdzdnych mnozin; jinak feceno, je to pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné s
k tridami ekvivalence.
Stirlingovo permutaéni ¢islo m znadi pocet permutaci mnoziny {1,...,n} s pravé k cykly. (Jako Stirlin-

govo &fslo prvniho druhu se oznacuje s(n, k) = (—1)"*[}].)

(a) Najdéte rekurentnf relaci pro {Z} i pro m, a sestavte jejich tabulku pro n < 6.

(b) Dokazte, ze {nﬁk} i [nﬁk] jsou pro pevné k polynomy v n.

(c) Ukazte, ze rekurence z Casti (a) definuje jednozna¢né Stirlingova ¢isla pro v8echna celd n, k, zaddme-li
pocéatecni podminky {8} = [g] =1la {T?L} = [7(';] =0 (pro m # 0).

(d) Dokazte vztah »
W=l

2. (3.5) Zvolime ndhodnou permutaci ¢isel 1, 2, ..., n. Jakd je stfedni hodnota poctu cyklu?

3. (5.6) Pokud je orientovany graf slabé souvisly (tj. souvisly, kdyz smime chodit i proti sipkdm) a kazdy
vrchol mé stejny vstupni i vystupni stupen, tak je tento graf eulerovsky.

4. (6.4) Ukazte, Ze soucin (neorientovanych grafi) Gi x G je souvisly prave tehdy, kdyz jsou souvislé Gy i
G4 a jeden z nich obsahuje lichy cyklus. (Souc¢in G; x Gy mé za vrcholy dvojice, pritom vrcholy (z1,z3) a
(y1,y2) jsou spojeny hranou, pravé kdyz pro i = 1,2 je x;y; hrana v G;.)

5. (11.1 — zbylo z minula, zbyvaji vlastn{ ¢isla C,,) Vlastni ¢islo a vektor grafu G znamend vlastni ¢islo
a vektor matice sousednosti Ag. Nékteré vlastnosti grafu lze z vyéist z jeho vlastnich &isel, zatneme ale
opatrné:

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory tuplného grafu K,,, hvézdy S, tplného bipartitniho grafu K,, , a
cyklu C,.

6. (11.2) Uvazme reguldrni graf G (vSechny stupné stejné), pro ktery zndme jeho vlastni ¢isla. Jakd jsou
vlastni ¢isla

1. dopliikku G;
2. hranového grafu L(G)?

3. Urcete spektrum (vlastni ¢isla a jejich ndsobnosti) Petersenova grafu (viz obrazek).

7. (7.22) Bud G graf s 2n vrcholy a vSemi stupni alesponi n. Ukazte, Ze G m4 perfektni parovani.
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