Kombinatorické etudy 1 — LS 2012/2013

1. (1.6) Stirlingova &isla jsou trochu podobn4 &islim binomickym, pojdme je prozkoumat!
Stirlingovo rozkladové ¢islo {7} (téz S(n, k), Stirlingovo &islo druhého druhu) znaéi pocet rozkladu

mnoziny {1,...,n} na k neprdzdnych mnozin; jinak feceno, je to pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné s
k tridami ekvivalence.
Stirlingovo permutaéni ¢islo m znaci pocet permutaci mnoziny {1,...,n} s pravé k cykly. (Jako Stirlin-

govo &fslo prvniho druhu se oznacuje s(n, k) = (—1)"*[}].)

(a) Najdéte rekurentnf relaci pro {Z} i pro m, a sestavte jejich tabulku pro n < 6.

(b) Dokazte, ze {nﬁk} i [nﬁk] jsou pro pevné k polynomy v n.

(c) Ukazte, ze rekurence z Casti (a) definuje jednozna¢né Stirlingova ¢isla pro v8echna celd n, k, zaddme-li
pocétecni podminky [8} = [8] =1la {1?1} = [76‘] =0 (pro m # 0).

(d) Dokazte vztah »
W=l

2. (3.3) Zvolime ndhodnou permutaci ¢éisel 1, 2, ..., n (tak, Ze vSechny permutace maji stejnou pravdépodobnost
zvoleni). Jakd je pravdépodobnost, Ze cyklus obsahujici 1 m4 délku k?

3. (5.4) Kazdé hrané orientovaného grafu G piifadime hodnotu v(e) — muzeme si ji pfedstavit jako praci
potiebnou k pfesunu proti sméru hrany e. Cheeme najit ‘potencidl’ — funkei p(z) definovanou pro z € V(G)
takovou, ze kdykoli je e = (x,y) tak v(e) = p(y) — p(z). Ukazte, ze to je mozné praveé kdyz pro kazdy cyklus
je celkova prace podél cyklu rovna 0.

4. (6.2) (a) Bud'te G1, G5 grafy se stejnou mnozinou vrcholii. Ukazte, 7e plati
C(Gl) + C(Gg) < C(Gl U GQ) + C(Gl n GQ)
(¢(G) oznacuje pocet komponent grafu G).
(b) Piedpoklad o stejné mnoziné vrcholu lze vynechat.

5. (11.1) Vlastni ¢islo a vektor grafu G znamend vlastni ¢islo a vektor matice sousednosti Ag. Nékteré
vlastnosti grafu lze z vyc¢ist z jeho vlastnich ¢isel, zaéneme ale opatrné:

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory uplného grafu K, hvézdy S, uplného bipartitniho grafu K,, , a
cyklu C,.

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



