Kombinatorické etudy 4 — ZS 2011/2012

1. (3.6) Uvazme bankovni sejf s n trezory, ke kazdému patii jiny klic. Nekdo umist{
do trezoru ndhodné piislusnych n kli¢u (do kazdého trezoru jeden kli¢) a pak trezory
zavie. Pokud nésilné otevieme k trezoru, jakd je pravdépodobnost, Ze se ziskanymi
kli¢i budeme moci odemknout vSechny ostatni?

Pro suchary: Jaka je pravdépodobnost, ze v ndhodné permutaci cykly prochézejici
cisly 1,2, ...,k pokryvaji vSechny body?

2. (6.30) Rekneme, ze hrana se hodf k cyklu C' pokud je soucisti C' nebo nemé
s C spole¢ny ani vrchol. Uvazme nyn{ parovan{ M (ne nutné perfektni) v hranove
2-souvislém grafu G. Ukazte, ze existuje cyklus k némuz se hod{ vSechny hrany z M.

3. (9.19 — z minula zbyv4 jeden smeér ¢ésti (b) — zkuste ndpovédu)

(a) Bud G graf K4 s podrozdélenou jednou hranou. Je G indukovany podgraf
néjakého kriticky 4-barevného grafu?

(b) Graf G je podgraf (nebo indukovany podgraf) néjakého kriticky (k + 1)-
barevného grafu pravé tehdy, kdyz pro kazdou hranu e plati x(G/eg) < k.

4. (11.35) (zbylo z minula — prvni ¢4st je hotova — posledni sance!) (Popis toho, jak
funguji ndhodné prochézky po grafech — viz minule. Uvazujeme jen souvislé grafy!)

(a) Najdete takovou distribuci pro vy (pocatecni stav), ze distribuce vy (k-tého
kroku) je stejnd pro vSechna k (tzv. stacionarni rozdéleni).

(b) Dokazte, ze staciondrni rozdéleni je pravé jedno.

(c) Pokud G neni bipartitni, tak (pro kazdé vg) rozdéleni vy, konverguje ke sta-
ciondrnimu rozdéleni. Pro bipartitn{ grafy to neplati (leda by G mél jen jeden
vrchol).

5. (14.9)

(a) Ukazte, ze 2-obarveni roviny nemusi obsahovat rovnostranny trojuhelnik s
hranou délky 1 a vSemi vrcholy téze barvy.

(b) Naproti tomu 2-obarveni roviny vzdy obsahuje trojihelnik s hranami v/2, v/6
a 7, ktery ma vSechny vrcholy téze barvy.

6.

(a) Ukazte, ze kazdy graf s prumérnym stupném d obsahuje podgraf s minimdinim
stupném alespon d/2.

(b) Ukazte, ze kazdy graf s prumérnym stupném d obsahuje bipartitni podgraf
s prumérngm stupném alespon d/2.

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



