Kombinatorické etudy 3 — ZS 2011/2012

1. (3.5) Opét zvolime ndhodnou permutaci ¢isel 1, 2, ..., n. Jakd je stfedni hodnota
poctu cykla?

2. (6.29) Graf G lze zorientovat tak, aby vysledek byl silné souvisly (“souvisly i pti
respektovani orientace hran”) prévé tehdy, kdyz je G hranové 2-souvisly.

3. (9.19) Graf nazveme hranové kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobie
obarvit k barvami ale ne k — 1 barvami a zdroven po odebrani libovolné hrany lze
vrcholy obarvit k — 1 barvami.

Graf nazveme vrcholové kriticky k-barevny, pokud jeho vrcholy lze dobfe obarvit
k barvami, ale ne k—1 barvami a zaroven po odebrani libovolného vrcholu lze vrcholy
obarvit k£ — 1 barvami.

Pojmem kriticky k-barevny graf budeme od ted rozumét (jak je zvykem) hra-
nove kriticky k-barevny. (V predchozich sériich tomu tak mélo byt také — omlouvdm
se za nedopatieni. MuZete si zkusit rozmyslet, jestli pfedvedend feSeni funguji i pro
silngjsi pojem hranové kriti¢nosti.)

(a) Bud G graf K4 s podrozdélenou jednou hranou. Je G indukovany podgraf
néjakého kriticky 4-barevného grafu?

(b) Graf G je podgraf (nebo indukovany podgraf) néjakého kriticky (k + 1)-
barevného grafu prévé tehdy, kdyz pro kazdou hranu e plati x(G/eg) < k.

4. (11.35) (zbylo z minula — prvnf ¢ast je hotova) (Popis toho, jak funguji ndhodné
prochdzky po grafech — viz minule. UvaZzujeme jen souvislé grafy!)

(a) Najdete takovou distribuci pro vg (pocatecni stav), ze distribuce vg (k-tého
kroku) je stejnd pro vechna k (tzv. staciondrni rozdélent).

(b) Dokazte, ze staciondrni rozdéleni je pravé jedno.

(¢) Pokud G neni bipartitni, tak (pro kazdé vy) rozdéleni vy konverguje ke sta-
ciondrnimu rozdéleni. Pro bipartitni grafy to neplati (leda by G mél jen jeden
vrchol).

5. (14.8) * Obarvime kazdy z bod v roviné jednou ze dvou barev. Predpokladejte,
Ze existuje rovnostranny trojihelnik s hranou 1, jehoz vSechny vrcholy maji stejnou
barvu. Ukazte, ze pro kazdé a,b > 0 spliujici trojihelnikovou nerovnost existuje
trojihelnik s hranami 1, a, b, jehoz vSechny vrcholy maji stejnou barvu. (Aby exis-
toval vibec néjaky takovy trojuhelnik, musi byt |a—b| < 1 < a+b. Cilem je ukézat,
Ze existuje i “jednobarevny” takovy trojuhelnik.)
6. Zustalo z minula:

Pro co nejmensi a > 0 naleznéte obarveni vrcholu grafu ¢ervené a modfe, aby

a-nasobek vsech hran mél oba konce ¢ervené a soucasné nejvyse a-nasobek hran
meél oba konce modré. Optimdalni{ (pro¢?) je o = 1/3.

Népovéda na: http://kam.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/ke/



