1. cviceni z MA3 — 4.10.2011

Vicerozmeérné integraly — Fubiniho véta

Méjme ‘hyperkvadr’ I C R” kartézsky sou¢in n uzavienych intervali (ddle budeme fikat jen kvadr).
Riemannuv integral [, f ; f(z)dz funkce f: I — R zavedeme na prednédsce podobné, jako Riemanniv integral
funkce na uzavieném 1ntervalu — pomoci déleni na podkvadry. Podle Fubiniho véty lze tento integral
pocitat ‘postupné po slozkach’. Pokud je J dalsi kvadr, pak plati

IXJf(w)dxdy:/I(/Jf(x,wdy) dx=/J(/If(x,y>dx) ay

ale ne vzdy — je tfeba pfedpoklddat, ze prvni z integralu existuje (tj. horni a doln{ integrél rovnajf).
Naopak lze tedy [ ; [ prevést na n-ndsobny integral redlné funkce redlné promeénné.

Obecnéjsi verze Fubiniho véty hovoif o funkcich, které nejsou definovany na kvadru. Bud £ C R™ x R™.
Oznacéme 71 E projekci F na prvnich m soutadnic, mo E projekci na druhych n soufadnic. Déle oznacme
E? fez mnozinou F v bodé x € R™, tj.

E* ={yeR": (z,y) € E}

a obdobné EY.
Bud nyni f: E — R, kde hranice mnoziny E (znacime 9F) je nulovd mnozina. Pokud [, f existuje, pak
existuji vSechny nasledujici integraly a rovnaji se:

/ / iy S fxydydx—/ fmy)da:dy

Pro zjisténi, zda néjaky integral existuje, se hodi Lebesgueova véta: Pro omezenou reilnou funkci
f:T— R (kde I je kvddr)

Riemannuv integral | ; [ existuje pravé tehdy, kdyz mnozina boda nespojitosti je nulovd.
Konetné mnozina A je nulové, pokud pro kazdé € > 0 lze A pokryt kvddry (poptipadé nekoneéné mnoha),
o celkovém objemu < €.

1. Integrujte pomoci Fubiniho véty, zatim bez ovérovani predpokladu:
a) [, ew"’y dz dy, kde w = [0,1] x [0,1]

(b) |, zy dxdy, kde w = [0,1] x [0,1]

(¢) [, f(x)g(y)dzdy, kde w = [a,b] x [c,d]

(d) fw T d:z: dy, kde w = [0,1] x [1, 3]

(e) f (r — y)dady, kde w C R? je ohrani¢ens piimkami y =z, y =0a x +y = 2.

(f) fw x2+y dz dy, kde w = {[z,y] : 2 < 2,y <z <2y}

(g) [, zy*dedy, kde w = {[z,y] : 2® + 3> =1 <0, x4y —1>0} (zkuste obé pofadi integrace).
2. Pozor, predpoklady jsou dilezité: Oznaéme f funkei z [0,1]? do R danou vztahem f(x,y) = —1/2% pro
x > y, f(x y) =1/y? prox <y a f(x,y) = 0 pro x = y. Spoctéte

fo fo x,y)dz dy
fo fo x,y) dydx
3. Zmente poradl integrace
fo dy fo (x,y) dx
fo dz fzz z,y) dy
3 3
o) [0 da [2, fla,y)dy + [) da [ f(z,y)dy
4. Spoctéte obsah oblasti w C R? — tj. integral fw 1, kde w je ohranicena kiivkami:
(a)y=a%y=2—x



(b)y =2 ==y
() y=4fa,y—o,0=3
(d) obecné: x =a,z=b,y =0,y = f(z)

5. Spocitejte objem oblasti Q C R3, ktera je ohrani¢ena plochami

=0, x+y+z=2,y=zay=

(a) Spoctéte tézisté trojihelniku, neboli £ [, f(x,y) dzdy pro f(z,y) =z a pro f(z,y) =y, kde Q je
konvexni obal bodu (1,0), (0,2) a (0,0) a S = [, 1dzdy.

(b) Spoctéte tezisté ¢tyfsténu, neboli % Jo f(x,y,2z)dedydz pro f(z,y,2) ==, f(z,y,2) =y a pro
f(z,y,2) = z kde Q je konvexni obal bodu (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3) a (0,0,0) a V = [, 1dzdydz.



