Kombinatorické etudy 3 — ZS 2010/2011

1. (3.22) (ponechano z minula)
(a) Bud'te 1, ..., , redlnd ¢isla. Pro kazdou permutaci 7 mnoziny {1,...,n}
definujme

a(m) = max{0, Zr(1), Tr(1) + Tr(2),-- > Lr(1) + Ta(2) + -+ Za@m)}-

Uvazme cykly C1, ..., Cy permutace m a polozme
k
b(m) = Zmax((), Z ;)
=1 JEC,

Ukazte, ze {a(o) | 0 € Sp} a {b(7) | m € S, } jsou stejné (jako multimnoziny).

(b) m chlapcu a m divek pfi tanci vytvor{ ndhodné kruhy (v jednom kruhu
muze byt libovolny pocet taneéniki(-ic), i dva ¢i dokonce jen jeden). Dokazte, ze
pravdépodobnost, ze v kazdém kruhu je stejny pocet chlapcu a divek, je presné
T
2. (6.11) V tomto piikladu souvisly = silné souvisly.

(a) Pokud lze souvisly digraf G uéinit nesouvislym odstranénim < k hran, lze
jej také ucinit nesouvislym oto¢enim < k hran.

(b) Bud G digraf bez mostii, ktery je mozno uéinit souvislym kontrakei < k
hran. Pak jej lze také ucinit souvislym oto¢enim < k hran.

(c) (Nechf G nem4 smycky.) Pokud lze zniéit viechny cykly v G odstranénim
< k hran, lze je také znicit otocenim < k hran.

3. (7.9) Bud G # K, bipartitn{ graf, ktery je “kriticky elementdrni” — tj. je ele-
mentarni, ale po odstranéni libovolné hrany takovy byt prestane. Ukazte, ze G ma
vrchol stupné 2. Musi kazda hrana mit vrchol stupné 27

4. (11.2) (ponechéno z minula) Bud G regulérni graf (vSechny stupné jsou stejné),
a A multimnoZzina jeho vlastnich ¢isel (tzv. spektrum). Jaké je spektrum

(a) doplitku G?

(b) hranového grafu L(G)?

(¢) Jaké je spektrum Petersenova grafu?

5.(13.3) Bud P cesta (graf),a P, ..., P, jeji souvislé podgrafy (‘podcesty’). Indexy
neoznacuji délku! Vytvorme hypergraf H = (V(P), E), kde E = {V(P;) : i € [n]}.
Ukazte, ze H je uplné vyvéazeny.

6. (14.3) Z minula ndm chybfi ¢dst (b). Déle si pfipomente/dokazte Ramseyovu vétu:
(a) Bud K hypergraf tvofeny vSemi r-ticemi z n bodu. Necht aq,...,a >
1. Ukazte, Ze existuje ¢islo N (nejmens{ takové bud R!(ai,...,ay)), Ze kdykoli
obarvime hrany (tj. r-tice) hypergrafu K}, pomoci k barev, tak pro néjaké i najdeme
K. jehoz viechny hrany maji barvu i.
(b) Ozna¢me Ry (a) = Ri(a,...,a). Dokazte, ze

R+ (a) < kRR@7



