
5. cvičeńı z MA — 6.4.2011

Určitý integrál
Určitý integrál

∫ b
a
f(x) dx se definuje jako F (b−)− F (a+), kde F je primitivńı funkce a značky −, + znač́ı

limitu zleva, zprava. Zápis:∫ b

a

f(x) dx = [F ]ba = F (b−)− F (a+) = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) .

Per partes pro určitý integrál:
∫ b
a
f(x)g′(x) dx = [fg]ba −

∫ b
a
f ′(x)g(x) dx

Substituce pro určitý integrál:
∫ b
a
f(φ(x))φ′(x) dx =

∫ φ(b)
φ(a)

f(t) dt∫ β
α
f(t) dt =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)
f(φ(x))φ′(x) dx

1.
(a)

∫ e
1/e
| lnx|dx

(b)
∫ 1

0
cos3 x sinxdx

(c)
∫ π
0
x sinxdx

Aplikace integrál̊u

Plocha pod křivkou y = f(x) (pro x ∈ [a, b]) má obsah
∫ b
a
f(x) dx. Je-li křivka dána parametricky

y = ψ(t), x = φ(t), pro t ∈ [a, b] pak je plocha pod touto křivkou
∫ b
a
ψ(t)φ′(t) dt. Pro křivku danou v

polárńıch souřadnićıch r = r(φ), (φ ∈ [α, β]) je plocha ‘mezi křivkou a středem souřadnic’ rovna∫ β
α

1
2r

2(φ) dφ.

2. Spočtěte obsah
(a) obdélńıku,
(b) trojúhelńıku,
(c) kruhu,
(d) elipsy,
(e) plochy pod sinusovkou na [0, π].
(f) plochy sevřené křivkami y = 1/x, y = 1/x2 a x = 2.

3. Spočtěte
∫ 2π

0
| sinx|dx a

∫ 2π

0
(sinx)2 dx. (Jaký význam maj́ı tyto integrály ve fyzice, jmenovitě při

zkoumáńı stř́ıdavého proudu? Pokud si nepamatujete jak se poč́ıtá se stř́ıdavým proudem, zeptejte se
kamaráda fyzika :-)

Délka křivky y = f(x) (x ∈ [a, b]) je
∫ b
a

√
1 + (f ′(x))2 dx. Délka křivky dané parametricky

y = ψ(t), x = φ(t), pro t ∈ [a, b] je
∫ b
a

√
ψ′2(t) + φ′2(t) dt. Pro křivku danou v polárńıch souřadnićıch

r = r(φ), (φ ∈ [α, β]) je jej́ı délka
∫ β
α

√
r′2(φ) + r2(φ) dφ.

4. Určete
(a) obvod kružnice,
(b) délku křivky x3/2 pro x ∈ [0, a],
(c) délku křivky 1

4x
2 − 1

2 log x pro x ∈ [1, e]



Objem tělesa vzniklého rotaćı křivky y = f(x) (x ∈ [a, b]) kolem osy x je
∫ b
a
πf(x)2 dx. (Pro

parametricky danou křivku zkuste vzorec odvodit sami pomoćı věty o substituci.)

5. Určete objem
(a) válce,
(b) kužele,
(c) koule,
(d) anuloidu,
(e) nekonečného “trychtýře” vzniklého rotaćı funkce f(x) = 1/x pro x ∈ [1,∞) kolem osy x.
(f) vzniklé rotaćı funkce y = 3

√
x pro y ∈ [1, 2] kolem osy y.

(g) * n-rozměrné koule

Povrch tělesa vzniklého rotaćı křivky y = f(x) (x ∈ [a, b]) kolem osy x je
∫ b
a

2πf(x)
√

1 + f ′2(x) dx.
(Pro parametricky danou křivku zkuste vzorec odvodit sami pomoćı věty o substituci.)

6. Určete povrch
(a) válce,
(b) kužele,
(c) koule,
(d) paraboloidu (satelitńı antény) vzniklé rotaćı křivky y = c

√
x pro x ∈ [0, b]. (Reálné parametry by

mohly být b = 0.3m, c = 1.8m1/2.)
(e) anuloidu (duše od pneumatiky) vniklé rotaćı kružnice o poloměru r kolem osy procházej́ıćı rovinou

kružnice a vzdálené R od jej́ıho středu. (Zkuste si spoč́ıst pro duši z kola.)

(f) jednod́ılného hyperboloidu (chlad́ıćı věž elektrárny) daného rovnićı
(
x
a

)2
+
(
y
b

)2 − ( zc )2 = 1. (U
Temeĺına je patńı pr̊uměr 130.7m, pr̊uměr v koruně 82.6 m, výška 155 m. Dost jistě je a = b, c už lze
dopoč́ıtat.)

(g) nekonečného “trychtýře” vzniklého rotaćı funkce f(x) = 1/x pro x ∈ [1,∞) kolem osy x.

Odhady sum a řad a daľśı

7. Zjistěte (pomoćı integrálńıho kritéria), zda následuj́ıćı řady konverguj́ı (a je reálný parametr)
(a)

∑∞
k=1

1
ka ,

(b)
∑∞
k=2

1
k(log k)a

8. Odhadněte (pomoćı integrálu) velikost n!. (Tip: logaritmus je užitečný . . . )

9. Spočtěte Γ(z) =
∫∞
0
xz−1e−x dx. (Nepoč́ıtejte, ale podivte se: Γ( 1

2 ) =
√
π.)

Hezké útvary

10. Cykloida je křivka, která vznikne, když vaĺıme kružnici (poloměru r) po př́ımce a sledujeme dráhu
jednoho bodu (který je na začátku a na konci bodem dotyku kružnice a př́ımky).

(a) Ověřte, že cykloida má rovnice (pro α ∈ [0, 2π])

x(α) = rα− r sinα

y(α) = r − r cosα

(b) Spočtěte jej́ı délku.
(c) Spočtěte plochu pod křivkou.

11. Astroida je křivka zadaná rovnićı x2/3 + y2/3 = a2/3. Určete jej́ı délku.

12. Kardioida – srdcovka – je druh epicykloidy (křivky, kterou oṕı̌se bod na kružnici, která se vaĺı okolo
jiné kružnice). V tomto př́ıpadě jsou obě kružnice stejně velké.



(a) V polárńıch souřadnićıch je rovnice srdcovky r(t) = a(1− sin t).
(b) Určete plochu uvnitř srdcovky.
(c) Určete jej́ı délku.
(d) Určete plochu vně srdcovky r(t) = 1 + sin t a zároveň uvnitř kruhu r(t) = 3 sin t

(Pozn.: srdcovka se často vyskytuje v Mandelbrotově množině.)

Guldinovo pravidlo pro objemy Objem rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı rovinné množiny M kolem
př́ımky p, neprot́ınaj́ıćı množinu M , je rovna součinu obsahu množiny M a délky kružnice o poloměru
rovném vzdálenosti těžǐstě množiny M od p.

Guldinovo pravidlo pro povrchy Plocha rotačńı plochy vytvořené rotaćı rovinné křivky φ kolem
př́ımky p je rovna součinu délky křivky φ a obvodu kružnice o poloměru rovném vzdálenosti těžǐstě křivky
φ od p.

13. Aplikujte na
(a) válec,
(b) anuloid,
(c) kužel,
(d) kouli.

14. Zamyslete se, proč to asi plat́ı.


