
2. zkoušková ṕısemka MA – 25.1.2011 – řešeńı

Na každý paṕır napǐste: č́ıslo př́ıkladu, jméno a paralelku: X (Šámal) nebo Y (Stará).

1. (10 bod̊u) Spočtěte následuj́ıćı limitu.
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2. (10 bod̊u) Rozhodněte, pro která α ∈ R následuj́ıćı řada konverguje absolutně.
Zjistěte, zda pro α = 0 řada konverguje.
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Pro absolutńı konvergenci použijeme limitńı srovnávaćı kritérium s řadou
∑

n
1

nα−1/2 . (1
bod).

sin
(√

n+1−
√
n−1
)

nα

nα−1/2
=

sin 2√
n+1+

√
n−1

n−1/2

=
sin 2√

n+1+
√
n−1

2√
n+1+

√
n−1

2√
n+1+

√
n−1

n−1/2

Nyńı limita druhého výrazu je 1 (VoAL) (0.5 b), limita prvńıho je také jedna (Heineho
věta, VoLSF, limta pro sinus) (3 b).
Souhrnem, řada konverguje právě když α− 1/2 > 1, neboli α > 3/2. (0.5 bod)
Pro neabs. konvergenci stač́ı využ́ıt Leibnizovu větu. K tomu je potřeba ověřit, že
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je klesaj́ıćı posloupnost s limitou 0. (2.5 b)

Závěr: pro α = 0 řada konverguje (ale ne absolutně). (0.5 b)

3. (10 bod̊u) Určete definičńı obor následuj́ıćı funkce, rozhodněte, ve kterých bodech má
funkce derivaci (př́ıp. jednostranné derivace), a spočtěte ji (je).

f(x) =

{
e
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x pokud x 6= 0

0 pokud x = 0.



Funkce je předpisem definována pro všechna x ∈ R. Podle vzorce ji můžeme derivovat pro
x 6= 0, vyjde nám: (4 body)
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V bodě x = 0 postupujeme podle věty: funkce je zde spojitá zprava, ale nespojitá zleva
(VoLSF, 1 bod), spočteme tedy limitu (celkem 3 body)
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Posledńı limitu spočteme třeba pomoci l’Hospitalova pravidla (dvakrát). Derivaci v nule
zleva spočteme podle definice – vyjde snadná limita −∞/+ 0. (1 bod) Závěr: v nule má f
jednostranné derivace f ′+(0) = 0, f ′−(0) = −∞. Pro x 6= 0 má derivaci viz výše. (1 bod)

4. (20 bod̊u) Vyšetřete pr̊uběh následuj́ıćı funkce (tj. najděte definičńı obor, obor
spojitosti, extrémy, inflexńı body, asymptoty, vyšetřete monotonii a konvexitu /
konkávnost, chováńı v krajńıch bodech definičńıho oboru, periodicitu a sudost/lichost,
nakreslete graf).

|x− 2| e1/x

Podrobně zd̊uvodněte všechny výpočty.
Na vypracováńı máte 120 minut.
Při práci nejsou povoleny žádné kalkulačky, poč́ıtadla, mobily, . . . (Mobil̊um prośım předem
vypněte zvoněńı.)
Pokud by se ve výsledku vyskytovaly výrazy, které se bez kalkulačky špatně poč́ıtaj́ı,
nevyč́ıslujte je (137 · 173 je stejně dobrá, ne-li lepš́ı odpověd’, než 23701).
Můžete využ́ıvat jeden tahák o formátu A4.


