
1. bonifikačńı ṕısemka – Řešeńı

1. Necht’

an =
3n2

5
−

⌊
3n2

5

⌋
, n = 1, 2, . . . ,

kde bxc znač́ı celou část č́ısla x. Existuje lim
n→∞

an? Pokud ano, spočtěte ji.

Dokážeme sporem, že zadaná limita neexistuje. Necht’ tedy lim
n→∞

an existuje a rovná se L. Pak také limita

každé posloupnosti vybrané z (an) je rovna L.
Pokud bude nk = 5k, pak máme vybranou posloupnost (bn), kde

bk = ank
=

3(5k)2

5
−

⌊
3(5k)2

5

⌋
= 3 · 5k2 − 3 · 5k2 = 0 .

Zjevně limita lim
k→∞

bk = 0, tedy L = 0.

Vyberme nyńı jinou posloupnost: položme mk = 5k + 1. Źıskáme vybranou posloupnost (cn), kde

ck = amk
=

3(5k + 1)2

5
−

⌊
3(5k + 1)2

5

⌋
= 3(5k2 + 2k + 1/5)−

⌊
3(5k2 + 2k + 1/5)

⌋
= 3(5k2 + 2k + 1/5)− 3(5k2 + 2k)
= 3/5 .

Limita této vybrané posloupnosti je 3/5, tud́ıž L = 3/5 a současně již v́ıme L = 0, což je spor.

2. Necht’ a > 0 a posloupnost (an) je dána rekurentńım předpisem a1 = a,

an+1 =
2(2an + 1)

an + 3
, n = 1, 2, . . . .

Rozhodněte, zda existuje lim
n→∞

an, a pokud ano, spočtěte ji.

Pokud bychom věděli, že lim
n→∞

an existuje (a označili ji L), v́ıme také, že lim
n→∞

an+1 = L (vybraná

posloupnost). Zároveň však

L = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

2(2an + 1)
an + 3

=
4L + 2
L + 3

(pokud výraz na pravé straně má smysl, tj. pokud L 6= ±∞ a L 6= −3).
Źıskáme kvadratickou rovnici L2 + 3L = 4L + 2, což dává řešeńı L = −1 a L = 2. V souhrnu jsme źıskali,
že pokud L = lim

n→∞
an existuje, je L ∈ {±∞,−1,−3, 2}.

Indukćı ukážeme, že pro každé n je an > 0: pro n = 1 to máme zadáno; dále pokud an > 0, pak an+1 je
pod́ıl dvou kladných č́ısel, tj. č́ıslo kladné. Odsud z věty o limitě a uspořádáńı plyne, že pokud L existuje,
je L ≥ 0.



Dále úpravou rekurence na tvar

an+1 = 4− 10
an + 3

(1)

zjǐst’ujeme, že každé č́ıslo an+1 je menš́ı než 4 (využ́ıváme toho, že an > 0). Tud́ıž L ≤ 4. Vı́me tedy už, že
pokud L existuje, je L = 2.
K d̊ukazu existence limity využijeme větu, že každá monotónńı posloupnost má limitu. Bude šikovné řešit
zvlášt’ tři př́ıpady:

• a = 2: V tomto př́ıpadě vid́ıme (indukćı), že an = 2 pro všechna n, takže i bez předchoźıch úvah je
lim

n→∞
an = 2.

• a < 2: Snadnou indukćı ukážeme, že pro všechna n je an < 2. (Pro n = 1 to máme zadáno; v́ıme-li to
pro n dostaneme to pro n + 1 ze vstahu (1).) Ukážeme-li, že pro všechna n je an+1 > an, jsme hotovi.
Využit́ım rekurence v zadáńı (a toho, že an > 0, tedy t́ım sṕı̌s an + 3 > 0) dostaneme ekvivalentńı

4an + 2 > a2
n + 3an

a (an − 2)(an + 1) < 0 což je pro an ∈ (0, 2) splněno. Posloupnost je tedy rostoućı, a jsme hotovi.

• a > 2: Postupujeme zcela analogicky: stejně snadnou indukćı dokážeme, že pro všechna n je an > 2.
V tomto př́ıpadě bude (an) klesaj́ıćı. To je ekvivalentńı nerovnosti

4an + 2 < a2
n + 3an

a (an − 2)(an + 1) > 0 což je pro an > 2 pravda.

V obou př́ıpadech tedy je (an) monotónńı, a tud́ıž konvergentńı.

3. Spočtěte
lim

n→∞

(
3
√

n3 + 3n2 −
√

n2 − 2n
)

.

Spočteme dvě limity: A = lim
n→∞

( 3
√

n3 + 3n2 − n) a B = lim
n→∞

(
√

n2 − 2n− n). Podle Věty o aritmetice limit
je hledaná limita rovna A−B, pokud limity A, B existuj́ı a rozd́ıl A−B má smysl.
Standardńım trikem “rozš́ı̌reńı odmocnin” źıskáme

B = lim
n→∞

(
√

n2 − 2n− n)

= lim
n→∞

(
√

n2 − 2n− n)
√

n2 − 2n + n√
n2 − 2n + n

= lim
n→∞

n2 − 2n− n2

√
n2 − 2n + n

= lim
n→∞

−2n√
n2 − 2n + n

= lim
n→∞

−2√
1− 2/n + 1

= −1



V posledńı řádce jsme využili Větu o aritmetice limit a toho, že lim
n→∞

√
1− 2/n = 1.

Obdobně spočteme A, využit́ım vztahu (x− y)(x2 + xy + y2) = x3 − y3, přičemž budeme značit
x = (n3 + 3n2)1/3 a y = n. Máme tedy

A = lim
n→∞

x− y

= lim
n→∞

(x− y)
x2 + xy + y2

x2 + xy + y2

= lim
n→∞

x3 − y3

x2 + xy + y2

= lim
n→∞

(n3 + 3n2)− n3

(n3 + 3n2)2/3 + (n3 + 3n2)1/3n + n2

= lim
n→∞

3n2

(n3 + 3n2)2/3 + (n3 + 3n2)1/3n + n2

= lim
n→∞

3
(1 + 3/n)2/3 + (1 + 3/n)1/3 + 1

Použit́ım věty o strážńıćıch zjist́ıme, že limita jmenovatele je 3. (Je totiž 1 ≤ (1 + 3/n)1/3 ≤ 1 + 3/n a

lim
n→∞

1 = lim
n→∞

1 + 3/n = 1, tud́ıž lim
n→∞

(1 + 3/n)2/3 = 1. Dále lim
n→∞

(1 + 3/n)2/3 =
(

lim
n→∞

(1 + 3/n)1/3
)2

= 1

dle věty o aritmetice limit.)
Odsud již užit́ım věty o aritmetice limit plyne, že A = 3

3 = 1.
Závěrem dostáváme, že hledaná limita je rovna A−B = 1− (−1) = 2.
Poznamenejme, že př́ıklad by šlo řešit i užit́ım vzorce (x− y)(x5 + · · ·+ y5) = x6 − y6.


