Kombinatorické etudy 5

1. (3.19) Kolik je permutaci {1,2,...,n} takovych, ze pro zddnou trojici indexu
1 < j <k uneplati 7(j) < (i) < w(k)?

2. (5.27) Bud G 4-reguldrn{ rovinny graf. (a) Ukazte, Ze ho lze zorientovat tak, ze
do i z kazdého vrcholu povedou dvé hrany, a hrany dovniti a ven se stiidaji. (Jinymi
slovy, dvé protilehlé vedou dovnitf.)

(b) Ukazte, ze nelze hrany graf obarvit dvéma barvami tak, aby se u kazdého
vrcholu barvy stiidaly.

3. (6.6) (a) Kazdy souvisly graf m4 vrchol, jehoz odebréni nepokazi souvislost. Jak
je to pro orientované silné souvislé grafy?

(b) Bud' G souvisly graf bez tiesné (dva vrcholy stupné 1 se spoleénym souse-
dem). Ukazte, Ze z G lze odebrat dva sousedni{ vrcholy a zachovat souvislost.

(c) Bud G souvisly graf, ktery nenf ani kruznice ani iplny graf. Ukazte, Ze z G
1ze odebrat dva nesousedni vrcholy a zachovat souvislost.

4. (7.5) Bud G bipartitn{ graf s partitami A, B. Ozna¢me
§ = max{|X| — |[Ng(X)|: X C A}.

Ukazte, ze v(G) = |A| — 4.

5. (8.5) Jddro (kernel) orientovaného grafu G je nezdvisld mnozina S C V(G),
takovd, ze pro kazdy vrchol z € V(G) \ S existuje y € S, ze (y,x) je hrana G.

(a) Kazdy symetricky orientovany graf (Sipky vedou vzdy obéma sméry) obsa-
huje jadro.

(b) Acyklicky graf mé jednoznacéné jadro.

(¢) Pokud kazdy cyklus v grafu m4 sudou délku, tak tento graf obsahuje jadro.

6. (10.5) (a) Kazdy 2-souvisly graf s n > 5 vrcholy a 2n — 2 hranami obsahuje
déleni K2’3.
(b) Kazdy 3-souvisly graf s n > 6 vrcholy a 3n—5 hranami obsahuje déleni K 3.
(c) Kolik hran zaruéi, ze graf obsahuje déleni Kj 3, resp. K33, bez vyse uve-
denych predpokladu na souvislost?



