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IV. Funkce jedné realné proménné

4.1. Zakladni definice

Definice. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M CR. MnoZina M se nazjvd definiéni obor funkce f a znaci Dy.

Definice. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R, je

rostouct, jestlize Vx,y € M, x <y: f(z) < f(y),

klesajici, jestlize Vx,y € M, z <y: f(z) > f(y),

nerostouci, jestlize Ve,y € M, z <y: f(x) > f(y),
A

neklesajici, jestlize Vx,y € M, z <y: f(z) < f(y).
Definice. Rekneme, Ze funkce f: M — R, M C R, je

suda, jestlizeVer e M: —xe M & f(z) = f(—=x),

lichd, jestlizeVe e M : —xzeM & (f(z) =—-f(-=x)),

periodicka, jestlize

Ip>0VzeM: z+peM & xz—peM & f(z)=f(z+p).

Definice. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R, je omezend (omezend
shora, omezend zdola), jestlize f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend)

podmnozina R. Symbolem f(M), nebo také Hy znac¢ime mnozinu hodnot funkce f,
tj. mnozinu {f(z) : x € M}.

Definice. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, Ze funkce f nabjvd v bodé a € M
maxima na M jestlize Vo € M : f(z) < f(a),
minima na M jestlize Vo € M : f(z) > f(a),
ostrého maxima na M jestlize Vo € M, x #a: f(x) < f(a),
ostrého minima na M jestlize Ve € M, z #a: f(z) > f(a),

lokélnftho maxima (ostrého lokélnfho maxima, ostrého lokdlniho minima, lokalniho
minima) na M jestliZe existuje 6 > 0 tak, Ze f nabyvd na M N (a — d,a + 0)
svého mazima (ostrého mazima, ostrého minima, minima).

K zamysleni: Muze néjakd funkce nabyvat lokalniho minima v kazdém bodé
defini¢niho oboru? Ostrého lokalniho minima? Co kdyZz chceme, aby funkce byla
definovana na celém R? (Pozor, posledni ¢ést je tezkal)



Definice. Budte f : M — R a g : N — R funkce, M, N C R. SloZenim téchto
funkct? myslime funkci h : N' — R, kde

1. h(z) = f(g(x)) pro vSechna x € N’
2. NN={x € N:g(x) e M}

Definice. Nechf f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je prosté na J, jestlize
pro vdechna x,y € J plati x # y = f(x) # f(y). Pro prostou funkci f : J — R
definujeme funkci inverzni f=1: f(J) — R predpisem f~1(y) =z & f(x) =y.

4.2. Elementarni funkce

Po trochu suchych definicich si porddné zavedme “bézné” — tzv. elementdrni —
funkce. Zatim jsme si nedefinovali limitu funkce ani spojitost, tyto body zatim
prosim chépejte intuitivné (a vrafte se k nim, az limity a spojitost probereme).

Véta 1 (zavedeni exponencidly). Fzistuje prdvé jedna funkce exp : R — R splriujici:

. exp(x) je rostouci na R,

Va,y R exp(x + y) = exp(x) exp(y),
. exp(0) =1,

. Hexp = (0,00),

exp(:laj)—l 1.
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Definice. Funkci inverzni k exponencidle exp nazyvdme logaritmus log.
Véta 13 (vlastnosti logaritmu). Funkce log spliuge:

1. log : (0,00) — R je spojitd rostouct funkce,
2. Vr,y >0 log(zy) = log(z) + log(y),
3. lim 8@ — 1,
z—1 T
Definice. Necht a >0 a b€ R. Pak definujeme a® = exp(blog(a)). Je-li b > 0 pak

. _ loga
definujeme log, a = Tos b -

Poznamka. (1) Umocriovdni md viechny “oéekdvané” vlastnosti, tj. naps. log(a®) =
bloga, a*® = (a®)¢, ab*¢ = aba®, a® = 1 (vse pro a > 0, jinak obecnou mocninu
nemdme definovanou). (2) Oznacéime-li e = exp(1l), pak loge = 1 a podle definice
je e = exp(x - 1) = exp(z). Cislo e = 2.718281828... se nazjvd Eulerovo ¢islo.
Kromeé tohoto vztahu s exponencidlou je e také hodnota limity
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Véta 14 (zaveden{ sinu a cosinu). Ezistuji funkce sin : R — R a cos : R — R
splriugici:

1. Vx,y e R sin(z+y) =sinzcosy + coszsiny,
Ve, y € R cos(x +y) = coszcosy — sinz siny,
Ve, y € R cos(—x) = cosz, sin(—x) = —sinz,

2. existuje kladné ¢islo w tak, Ze sin je rostouci na [0, 37] a sin(zm) =1,

3. lim 82z — 1,
z—0 <

Funkce sin a cos (a ¢islo w) jsou témito vztahy uréeny jednoznacné.



Poznamka. Odsud jiZ plynou vSechny ostatni vlastnosti funkci sinus a cosinus, tj.
napf. vzorec pro sin(2z), cosx/2, sin® x + cos®>x = 1, atd.

Definice. Prox € R\ {5 +kn: k€ Z} ayc R\ {kn:kecZ} definujeme funkce
tangens a cotangens predpisem

sin x ¢
tgxr = a cotgy =
Ccos T

Véta 15 (spojitost sinu a cosinu). Funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svém
definicnim oboru.

Definice. Nech?

Definujeme arcsin (respektive arccos, arctg, arccotg) jako inverzni funkci k funkci
sin® (respektive cos®, tg*, cotg®).

Poznamka. Asi jste si vsimli, Ze véty jsou bez dukazu — vlastné jsme jen tekli,
jak chceme, aby se elementarni funkce chovaly. Nékteré dukazy si casem ukdZeme
(nékteré aZ v letnim semestru), zde jen pro zajimavost naznacme, jok se délaji:
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o Polozime exp(x) =,

o Viastnosti logaritmu odvodime z toho, Ze se jednd o inverzni funkci k exp.

, ix —ix . ir ___—ix . . ,

e Polozime cosx = % a siny = “=5—. (Zde vybocujeme z rdamce
zkoumdnt funkei (fad, ...) s redlngmi hodnotami, oviem pro komplexni éisla
vétsina toho, co jsme si na predndsce Tikali, plati beze zmény.)

e Poznamenejme, Ze obdobné se definuji tzv. hyperbolické funkce sinus hyperbo-

licky a cosinus hyperbolicky. sinhz = < *26% a coshx = % (Tyto funkce
se nazyvaji hyperbolické nebot se k rovnoosé hyperbole (x — 1/x) maji tak,
jak goniometrické funkce (sinus a spol.) ke kruznici.

Poznamka. Lze vytvdret (napr. pomoci integrdli) i dalsi vijznamné funkce “méné
elementdrni”, tzv. specidlni funkce. Takovgmi funkcemi se zabyvat nebudeme (uz
proto, Ze zatim nevime, co je integrdl), ale v principu se s nimi zachdzi stejné
jako se sinem a spol: pomoci metod, které brzy vybudujeme, zjistime vlastnosti
téchto funkci a nauéime kalkulacky/pocitace jak takovou funkci spocitat numericky.

Zminme napt. tzv. chybovou funkci, kterd je duleZita mj. ve statistice:
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