1. bonifika¢ni pisemka — Reseni

1. Necht

n = —=— | —

s |30
5

J, n=12,...,

kde |z] znaci celou ¢dst ¢isla . Existuje lim a,? Pokud ano, spoctéte ji.

n—oo

Dokézeme sporem, Ze zadand limita neexistuje. Necht tedy lim a,, existuje a rovnd se L. Pak také limita

n—oo

kazdé posloupnosti vybrané z (a,) je rovna L.
Pokud bude nj = 5k, pak mame vybranou posloupnost (b,,), kde

b = 0, = 3(5k)% {3(51@2

=3-5k*>—-3-5k>=0.
5 5 J

Zjevné limita klim b, =0, tedy L = 0.

Vyberme nynf jinou posloupnost: polozme my = 5k + 1. Ziskdme vybranou posloupnost (¢, ), kde

Ck = Qmy, =

5 5
= 3(5k% + 2k + 1/5) — |3(5k* + 2k 4+ 1/5)]
= 3(5k* + 2k 4 1/5) — 3(5k? + 2k)

=3/5.

3(5k +1)% {3(514: + 1)2J

Limita této vybrané posloupnosti je 3/5, tudiz L = 3/5 a soucasné jiz vime L = 0, coz je spor.

2. Necht a > 0 a posloupnost (a,) je ddna rekurentnim predpisem a; = a,

2(2a, + 1)

, n=12....
an + 3

Ap4+1 =

Rozhodnéte, zda existuje lim a,, a pokud ano, spoctéte ji.
n—oo

Pokud bychom védéli, ze lim a, existuje (a oznacili ji L), vime také, ze lim a,41 = L (vybrand
n—o0

n—oo

posloupnost). Zaroven vsak

. . 22a,+1) 4L 42
L= lim apnis = lim an+3  L+3

(pokud vyraz na pravé strané ma smysl, tj. pokud L # oo a L # —3).

Ziskdme kvadratickou rovnici L? 4+ 3L = 4L + 2, coz d4avé feseni L = —1 a L = 2. V souhrnu jsme ziskali,
ze pokud L = lim a,, existuje, je L € {£o0,—1,—3,2}.

Indukci ukazeme, ze pro kazdé n je a, > 0: pro n = 1 to mame zadano; déle pokud a,, > 0, pak ani1 je
podil dvou kladnych ¢isel, tj. ¢islo kladné. Odsud z véty o limité a uspofadédni plyne, ze pokud L existuje,
je L > 0.



Dale ipravou rekurence na tvar
10

an + 3

(1)

zjistujeme, Ze kazdé &fslo a, 41 je mensi nez 4 (vyuzivdme toho, Ze a,, > 0). Tudiz L < 4. Vime tedy uz, Ze
pokud L existuje, je L = 2.

K dukazu existence limity vyuzijeme vétu, ze kazdd monoténni posloupnost méa limitu. Bude §ikovné fesit
zvlast tii pripady:

Ap41 =4-

e a =2: V tomto piipadé vidime (indukci), ze a, = 2 pro v8echna n, takze i bez predchozich ivah je

lim a, = 2.
n—oo

e a < 2: Snadnou indukef ukdzeme, ze pro vsechna n je a,, < 2. (Pro n = 1 to mdme zaddno; vime-li to
pro n dostaneme to pro n + 1 ze vstahu (1).) Ukézeme-li, Ze pro vSechna n je a,41 > a,, jsme hotovi.
Vyuzitim rekurence v zadani (a toho, ze a, > 0, tedy tim spis a,, + 3 > 0) dostaneme ekvivalentni

4a, + 2 > a2 + 3a,
a (a, —2)(an +1) <0 coz je pro a, € (0,2) splnéno. Posloupnost je tedy rostouci, a jsme hotovi.

e a > 2: Postupujeme zcela analogicky: stejné snadnou indukci dokdzeme, ze pro vSechna n je a, > 2.
V tomto piipadé bude (a,) klesajici. To je ekvivalentni nerovnosti

4a, +2 < a2 + 3a,,
a (an — 2)(an + 1) > 0 coz je pro a, > 2 pravda.

V obou piipadech tedy je (a,) monoténni, a tudiz konvergentni.

3. Spoctéte

lim (i/n3+3n2—\/n2—2n).

n—oo

Spoc¢teme dvé limity: A = hm (\/n3 +3n?—n)aB= hm (\/ n? — 2n — n). Podle Véty o aritmetice limit
je hledang limita rovna A — B pokud limity A, B ex1stuJ1 a rozdil A — B ma smysl.
Standardnim trikem “rozsifen{ odmocnin” ziskame

B = lim (vn? —2n —n)

vVn? —2n+n
= lim (Vn?2 = 2n —n) —m———
”HOO( )\/n2 —2n+mn
n% —2n —n?
= lim —

n=o0 \/n? — 2n + n

. —2n
= lim —————
n—oo \/n2 —2n+n

-2
noe V1—-2/n+1

=-1



V posledni fddce jsme vyuzili Vétu o aritmetice limit a toho, ze lim /1 —2/n = 1.

n—oo
Obdobné spoéteme A, vyuzitim vztahu (z — y)(2? + xy + y?) = 2% — y3, piicemz budeme znagit
= (n® 4 3n?)Y/3 a y = n. Mame tedy

A= lim z—y

n—oo
. 2% + xy + 2
n— o0 T + xy +y
. 28—y
= lim

n—oo xz —+ Ty =+ y2

. (n3 +3n?) —n?
im

n—oo (n3 + 3n2)2/3 + (n3 + 3n2)1/3n +n2
) 3n?

lim

n—oo (N3 + 3?12)2/3 + (n® + 3n2)1/3n +n2

3
= lim

n—oo (1+3/n)%/3 +(1+3/n)l/3 +1

Pouzitim véty o straznicich zjistime, Ze limita jmenovatele je 3. (Je totiz 1 < (1+3/n)/3 <1+3/n a

2
lim 1= lim 1+3/n =1, tudz lim (1+3/n)%/3 = 1. Dale lim (1 +3/n)2/3 = ( lim (1 + 3/n)1/3) =1
dle véty o aritmetice limit.)

Odsud jiz uzitim véty o aritmetice limit plyne, ze A = % =1.

Zéaverem dostdvame, ze hledand limita je rovna A — B=1—(—1) = 2.
Poznamenejme, 7e pifklad by §lo fesit i uzitim vzorce (z — y)(z° + - - + %) = 25 — 4°.



