
9. cvičeńı z MA—15. a 17.12.2008

Daľśı limity funkćı

Jak je limita funkce definovaná? Jak se lǐśı limita funkce a limita posloupnosti? Která věta je spojuje? Jaké
metody znáte na výpočet limit funkćı? (VOAL, věta o policajtech . . . časem přibudyou věta o limitě složené
funkce, l’Hospitalovo pravidlo a Taylor̊uv polynom) Jaké znáte “standardńı limity”?

Spoč́ıtejte následuj́ıćı limity, nebo dokažte, že neexistuj́ı:

1. (a) lim
x→a

x2−1
2x2−x−1 , pro a = 0, 1,∞,−∞ (b) lim

x→1

x3−3x+2
x4−4x+3 , (c) lim

x→2

(x2−x−2)20

(x3−12x+16)10 .

(d) lim
x→1

x2−1
x3−x2−x+1 ,

2. (a) lim
x→1

xm−1
xn−1 , (b) lim

x→1
( m
1−xm − n

1−xn ). (c) lim
x→1

x+x2+···+xn−n
x−1 ,

(d) lim
x→0

(1+mx)n−(1+nx)m

x2 ,

3. (a) lim
x→1

(bxc − x), (b) lim
x→0

x · b 1
xc.

4. (a) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

x , (b) lim
x→7

√
x+2− 3√x+20

4√x+9−2
.

5. (a) lim
x→0

n
√

1+x−1
x , (b) lim

x→1

m
√

x−1
n
√

x−1
.

6. (a) lim
x→∞

(√
(x + a)(x + b)− x

)
, (b) lim

x→∞

(
k
√

(x + a1)(x + a2) . . . (x + ak)− x
)
.

7. (a) lim
x→∞

x
(√

x2 + 2x− 2
√

x2 + x + x
)
, (b) lim

x→0

m
√

1+ax−
√

1+bx
x .

8. Najděte a, b ∈ R tak, aby platilo

lim
x→−∞

(
√

x2 − x + 1− ax− b) = 0 .

V následuj́ıćıch dvou př́ıkladech se vám bude hodit věta o limitě složené funkce (neboli jak použ́ıvat
substituci).

9. (a) lim
x→0

sin 5x−sin 3x
sin x , (b) lim

x→0

1−cos x
x2 , (c) lim

x→0

cos x−cos 3x
x2 , (d) lim

x→0

cos mx−cos nx
x2

(e) lim
x→0

sin(sin(sin x))
cos( π

2 cos x) xk, (f) lim
x→0

sin(sin x−x2)
x , (g) lim

x→0

sin(sin x−x+ x3
6 )

x ,

(h) lim
x→∞

(cos
√

x + 1− cos
√

x− 1).

10. S využit́ım vlastnost́ı exponenciálńı a logaritmické funkce spoč́ıtejte následuj́ıćı limity
(sinh(x) = (ex − e−x)/2)

(a) lim
x→0

sinh(x)
x , (b) lim

x→∞

(
x2+1
x2−2

)x2

, (c) lim
x→∞

log(1+
√

x+ 3√x)
log(1+ 3√x+ 4√x)

, (d) lim
x→∞

log(x2−x+1)
log(x10+x+1) ,

11. Rozhodněte, pro která a ∈ R lze funkci

f(x) = xa(arcsinx− arctgx)

spojitě rozš́ı̌rit na R. Totéž zjistěte pro funkci

g(x) = xa − sin(log x) · arctgx .



12. Spočtěte limity posloupnost́ı. (a) lim
n→∞

n2

(
log
(
1 +

1
n

)
− sin

1
n

)
,

(b) lim
n→∞

n8

(
2 cos

1
n2

− 3 +

√
1 +

2
n4

)
, (c) lim

n→∞

log(n−2 + e1/n)
log(n−4 + e2/n)

.

Derivace

Co je to derivace? Jak se spoč́ıtá derivace součtu, součinu, pod́ılu funkćı? Derivace složené funkce, inverzńı
funkce? Jaké jsou derivace elementárńıch funkćı?

13. Spočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı.
(a) 1√

1+x2 , sin x+1
x2+1 , cos ln x, ln x2−1

x2+1

(b) xx, (1/x)1/x, (sinx)cos x

(c) arctg(tg2 x), ln arccos x, arcsin sinx

14. Vypočtěte derivaci funkćı
(a)

f(x) =

{
(x− a)2(x− b)2 pro x ∈ 〈a, b〉
1
e pro ostatńı x

(b)

g(x) =

{
x2e−x2

pro |x| ≤ 1
1
e pro |x| > 1

15. Spočtěte derivace argcoshx = ln(x +
√

x2 − 1) (x ≥ 1) jednak př́ımo, jednak pomoćı věty o derivaci
inverzńı fukce.

Jak se pomoćı derivace pozná, kde má funkce maximum/minimum? Kde je rostoućı/klesaj́ıćı?

16. (a) Který z obdélńık̊u o obvodu l má největš́ı obsah?
(b) Který z válc̊u o objemu V má nejmenš́ı povrch?

17. Dokažte a zapamatujte si následuj́ıćı nerovnosti. (a) Pro všechna x ∈ R plat́ı ex ≥ 1 + x.
(b) pro všechna x ≥ 0 plat́ı sinx ≤ x.

18. (1 + 1/x)x je rostoućı funkce (x ∈ R+).


