
2. cvičeńı z MA — 8. a 13.10.2008

Hrátky s goniometrickými funkcemi

1. Pomoćı součtových vzorc̊u

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y − sinx sin y

dokažte
(a) sin 2x = 2 sin x cos x, cos 2x = cos2 x− sin2 x,
(b) sin2 x + cos2 x = 1
(c) sin2 x = (1− cos 2x)/2

2. Necht’ t = tg x. Dokažte následuj́ıćı vztahy
(a) cos2 x = 1

1+t2 ,

(b) sin2 x = t2

1+t2 .

3. Necht’ t = tg(x/2). Dokažte následuj́ıćı vztahy
(a) cos2(x/2) = 1

1+t2 ,
(b) sinx = 2t

1+t2 ,

(c) cos x = 1−t2

1+t2 .

I když to tak možná nevypadá, tyto vzorce se nám budou v letńım semestru náramně hodit (a některé i
dř́ıv . . . ).

Matematická indukce

Jak funguje d̊ukaz matematickou indukćı? Zkuste to na následuj́ıćıch př́ıkladech!

4. Pro každé n přirozené plat́ı
(a) 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)

2

(b) 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+

1
2 )(n+1)

3

(c) 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 = qn−1
q−1 pro q 6= 1

5. Pro každé n přirozené a x reálné plat́ı

n∑
k=1

sin kx =
cos 1

2x− cos(n + 1
2 )x

2 sin x
2

.

6. Pro přirozené n 6= 3 plat́ı 2n ≥ n2.

7.
(

n
e

)n ≤ n! ≤
(

n+1
2

)n. Přitom e = 2.71828 . . . je základ přirozeného logaritmu; bude se vám hodit, že
(1 + 1/n)n ≤ e pro každé přirozené n, to dokazovat nemuśıte. Pro horńı odhad lze mı́sto indukce použ́ıt
AG-nerovnost.

8. * Dokažte AG-nerovnost (z minulého týdne). Návod: napřed dokazujte pro n = 2k (k přirozené), pak pro
ostatńı n “zpětnou indukćı” n + 1 → n.


