6. cviceni z MA — 1. a 2.4.2009

(papir s napisem 5. cvicen{ neni)
Urcity integral

Urcity integral f: f(x) dx se definuje jako F(b_) — F(ay), kde F je primitivn{ funkce a znacky _, 4 znaci
limitu zleva, zprava. Zapis:

b
/ fla)de = [FJ} = F(b_) ~ F(a.) = lim F(z) ~ lim F(z).

T—a4
Per partes pro uré¢ity integral: f f(x)g (z)dx = [fg]® f (=

Substituce pro uréity integral: fab f(o(x)¢ (z)dz = ff(:) ft)dt

12 rwyat= 758 £(é)d (@) da
1.
(a) fle/€|1nx|dx
(b) fol cos® zsinz dz
(c) [y wsinzdx

Aplikace integralu

Plocha pod kiivkou y = f(z) (pro z € [a,b]) m4 obsah f: f(z)dz. Je-li kiivka ddna parametricky
y=(t),z = ¢(t), pro t € [a,b] pak je plocha pod touto kiivkou ff P (t)¢'(t) dt. Pro kiivku danou v
polarnich soufadnicich r=r(¢), (¢ € [o,3]) je plocha ‘mezi kiivkou a stfedem soufadnic’ rovna

f612

2. Spoctete obsah
(a) obdélniku,
(b) trojuhelniku,

(¢) kruhu,

(d) elipsy,

(e) plochy pod sinusovkou na [0, 7].

(f) plochy seviené kiivkami y = 1/x, y = 1/2% a 2 = 2.

3. Spoctéte fo% |sinz|dz a fOQN(sin r)?dx. (Jaky vyznam majf tyto integrily ve fyzice, jmenovité pii

zkoumani stiidavého proudu? Pokud si nepamatujete jak se pocita se stiidavycm proudem, zeptejte se
kamarada fyzika :-)

Délka kiivky y = f(z) (z € [a,b]) je f; V14 (f'(z))? dz. Délka kiivky dané parametricky
y=1(t),x = ¢(t), pro t € [a,b] je f: V()2 + ¢(t)2 dt. Pro kiivku danou v poldrnich souradnicich
r=r(@), (6 € [0, ) je jeif délka []\/r2(6) + %(9) do.
4. Urcete

(a) obvod kruznice,

(b) délku kiivky z3/2 pro = € [0, a],

(c) délku kiivky ta2% — logz pro z € [1,¢€]



Objem télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (z € [a,b]) kolem osy z je f: 7 f(x)?dx. (Pro
parametricky danou kiivku zkuste vzorec odvodit sami pomoc{ véty o substituci.)

5. Urcete objem
(a) vélce,

)
d) anuloidu,
e) nekone¢éného “trychtyie” vzniklého rotaci funkce f(z) = 1/x pro z € [1,00) kolem osy z.
f) vzniklé rotaci funkce y = &/ pro y € [1, 2] kolem osy y.
g) * n-rozmérné koule

Povrch télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (v € [a,b]) kolem osy x je f; 2rf(x)\/1+ f?(z) dx.
(Pro parametricky danou kiivku zkuste vzorec odvodit sami pomoci véty o substituci.)

6. Urcete povrch

(a) vélce,

(b) kuzele,

(c) koule,

(d) paraboloidu (satelitni antény) vzniklé rotaci kiivky y = ¢y/z pro x € [0,b]. (Redlné parametry by
mohly byt b= 0.3m, ¢ = 1.8m'/2.)

(e) anuloidu (duse od pneumatiky) vniklé rotaci kruznice o poloméru r kolem osy prochdzejici rovinou
kruznice a vzdalené R od jejiho stiedu. (Zkuste si spocist pro dusi z kola.)

(f) jednodflného hyperboloidu (chladicf véz elektrérny) daného rovnict () + (£)* — (2)* =1. (U

Temelina je patni prumér 130.7m, prumér v koruné 82.6 m, vyska 155 m. Dost jisté je a = b, ¢ uz lze
dopocitat.)
(g) nekoneéného “trychtyie” vzniklého rotaci funkce f(x) = 1/x pro x € [1,00) kolem osy z.

Odhady sum a rad a dalsi

7. Zjistéte (pomoci integralniho kritéria), zda nésledujici fady konverguji (a je redlny parametr)
(0) T
(b) 2okZ2 Riogmy

8. Odhadnéte (pomoci integralu) velikost n!. (Tip: logaritmus je uzite¢ny ...)

9. Spoctéte I'(z) = [;° 2*~te™* da. (Nepotitejte, ale podivte se: I'(3) = /.)
Hezké utvary

10. Cykloida je kiivka, kterd vznikne, kdyz valime kruznici (poloméru r) po piimce a sledujeme drahu
jednoho bodu (ktery je na za¢dtku a na konci bodem dotyku kruznice a piimky).
(a) Ovérite, ze cykloida m4 rovnice (pro a € [0, 27])
z(a) =ra—rsina

yla) =r —rcosa

(b) Spoctéte jeji délku.
(c) Spoctéte plochu pod kiivkou.

11. Astroida je kiivka zadand rovnici 22/3 4 42/3 = a2/3. Urcete jeji délku.

12. Kardioida — srdcovka — je druh epicykloidy (kiivky, kterou opiSe bod na kruznici, kterd se vali okolo
jiné kruznice). V tomto piipadé jsou obé kruznice stejné velké.



(a) V polarnich soufadnicich je rovnice srdcovky r(t) = a(1l — sint).
(b) Urcete plochu uvnitt srdcovky.
(¢) Urcete jeji délku.
(d) Urcete plochu vné srdcovky r(t) = 1 4 sint a zdroverl uvniti kruhu r(t) = 3sint
(Pozn.: srdcovka se ¢asto vyskytuje v Mandelbrotové mnoziné.)

Guldinovo pravidlo pro objemy Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci rovinné mnoziny M kolem
ptimky p, neprotinajici mnozinu M, je rovna souc¢inu obsahu mnoziny M a délky kruznice o poloméru

¢ od p.

13. Aplikujte na
(a) vélec,
(b) anuloid,
(¢) kuzel,
(d) kouli.

14. Zamyslete se, pro¢ to asi plati.



