Ukazeme si linearni algoritmus, ktery pro pevné k rozhodne, zda vstupni
graf ma stromovou sitku nejvyse k, a je-li tomu tak, také vrati ptislusny
stromovy rozklad. Poznamenejme, ze je-li k soucasti vstupu, pak rozhodnout
zda graf mé stromovou §itku nejvyse k je NP-tiplné [1]. Popsany algoritmus
je motivovan Bodlaenderovym algoritmem [3]. Bez dikazu budeme pouzivat
nasledujici tvrzeni.

Véta 1 (Bodlaender a Kloks [2]). Necht K > k > 0 jsou celd c¢isla. Pak
existuje algoritmus, ktery jako wvstup bere graf G a jeho stromovy rozklad
sirky nanejuys K, a rozhodne zda G md stromovou $irku nanejvys k. Je-li
tomu tak, pak také vrdti stromovy rozklad G $itky nejuijse k. Casovd sloZitost

algoritmu je O(|V (G)|).

Algoritmus z Véty 1 je zalozen na dynamickém programovani zpracovavajicim
rekurzivné vstupni stromovy rozklad, je vsak pomérné netrividlni. Multipli-
kativni konstanta algoritmu skryta v O-notaci zavisi exponencialné na K.

Déle budeme potiebovat nékolik jednoduchych pozorovani. Pfipomenme,
ze G je k-degenerovany, pokud kazdy jeho podgraf obsahuje vrchol stupné
nejvyse k.

Lemma 2. Plati ndsledugici tvrzeni:
(a) Md-li graf stromovou $irku nejvyse k, pak je k-degenerovany.

(b) Je-li H minor G, pak stromovd $itka H je mensi nebo rovna stromové
sirce G.

(c) Kazdy k-degenerovany graf na n vrcholech md nejvyse kn hran.

(d) Je-li graf G na n vrcholech k-degenerovany a k > 1, pak G obsahugje
nejuyse 28n klik.

Diikaz. Ukézeme si pouze (d), ostatni tvrzeni si laskavy ¢tendr snadno roz-
mysli. Tvrzeni budeme dokazovat indukci. Je-li n = 1, pak G obsahuje dveé
kliky (prazdnou a jednovrcholovou), a 2fn > 2. Mizeme tedy predpokladat,
ze n > 1 a tvrzeni (e) plati pro grafy s n — 1 vrcholy. Jelikoz G je k-
degenerovany, obsahuje vrchol v stupné nejvyse k. Kazda klika v G je bud
podgrafem G —v nebo obsahuje v. Z indukce G —v obsahuje nejvyse 28(n—1)
klik. Kazda klika obsahujici v se sklada z vrcholu v a z néjaké podmnoziny
jeho okoli, a téchto podmnozin je nejvyse 2¥. Proto G obsahuje nejvyse
2F(n — 1) 4 2% = 2Fn klik. O



Pro pevnou konstantu & lze o grafu G na n vrcholech v ¢ase O(n) roz-
hodnout, zda je k-degenerovany nebo ne: je-li |[E(G)| > kn, pak G neni
k-degenerovany. Jinak si budeme udrzovat frontu vrcholu stupné nejvyse k.
7 ni vzdy odebereme vrchol a smazeme ho z grafu. Pro sousedy odebraného
vrcholu pak ovérime, zda jsme jejich stupen snizili na k a v tom piipadé je
priddme do fronty. Odebereme-li takto postupné vsechny vrcholy grafu, pak
G je k-degenerovany. Jinak ndm nakonec zustane podgraf G s minimalnim
stupném alespon k + 1, ktery ukazuje, ze GG neni k-degenerovany.

Ukazme si nyni kvadraticky algoritmus, ktery pro vstupni graf G roz-
hodne, zda jeho stromova sitka je nejvyse k > 1, a pokud ano, vrati prislusny
rozklad:

Algoritmus 1.

o Pokud G neni k-degenerovanyj, pak jeho stromovd $itka je vétsi nez k
(dle Lemma 2(a)).

e Pokud G nemd Zadné hrany, pak md stromovou $itku 0 a trivialné
urcime néjaky jeho stromouvy rozklad.

o Jinak uvaime libovolné neprazdné pdarovini M C G a jako G oznacme
minor G vznikly kontrakci hran v M. Rekurzivné se zavolame na G.

— Pokud Gy ma stromovou sirku vétsi neZ k, pak i« G ma stromovou
irku vétsi nez k (Lemma 2(b)).

— Jinak bud (T, f) stromovyj rozklad G $itky nejvyse k. Pro uzel
v e V(T) definugme f'(v) jako bramboru ziskanou z f(v) dekon-
trakei hran M (tj. vrcholy vzniklé kontrakci hran v M nahradime
odpovidagicimi dvojicemi vrcholu G). Pak (T, f') je stromovy roz-
klad G sitky nanejvys 2k + 1. Na G s timto stromovym rozkladem
poté pouZijeme algoritmus z Véty 1.

Je-li G graf na n vrcholech, pak s nim az na rekurzivni volani stravime
pouze cas O(n) (je trochu potieba si rozmyslet, jak v tomto ¢ase vyrobit mi-
nor (G1; zde se vyuzije toho, ze po prvnim kroku vime, ze G je k-degenerovany,
a tedy md pouze O(n) hran). Jelikoz M je neprazdné péarovéni, graf G,
ma nejvyse n — 1 vrcholu, a proto je ¢asova slozitost popsaného algoritmu
On+n—1)+n—-2)+...)=0(n?.

Kdybychom ale méli §tésti a M samo mélo linearni velikost (tedy |V (M)| >
en pro néjakou konstantu ), pak by G; mél pouze (1 — /2)n hran. Kdy-
bychom dokézali obdobné graf zmensit v kazdém kroku, dostavali bychom
casovou slozitost n+(1—e/2)n+(1—¢/2)*n+(1—¢/2)*n+... = 2n = O(n).
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Zvolme si tedy M jako maximdlni parovani (na inkluzi, tedy ne nutné nejvétsi
mozné). Co budeme délat, kdyz parovani M neni dost velké? Povsimneme
si, ze G — V(M) je nezavisla mnozina, jelikoz jinak bychom mohli pridat
dalsi hranu do M (V (M) je tedy vrcholové pokryti), a aplikujeme nésledujici
tvrzeni.

Lemma 3. Pro kaZdé k > 1 existuje nasledujici algoritmus. Vstupem je k-
degenerovany graf G na n vrcholech a mnozina X C V(QG) takovd, Ze G — X
je nezdvisld mnoZina. Vistupem je bud minor G, kteryj neni k-degenerovany,
nebo navzajem disjunktni mnoziny Ay, Ag, ... C V(G)\ X wvelikosti alespon k
takové, ze i |Ai] > n—(k+1+ (k—1)2%)|X]| a pro kazdé i, vsechny vrcholy
v A; magi stejnou mnoZinu sousedii a téchto sousedi je nejuyse k. Casovd
slozitost algoritmu je O(n).

Diikaz. Necht vy, vy, ..., vy, jsou vrcholy V(G) \ X v libovolném poradi.
Postupné definujme mnoziny B;, C; C V(G) agrafy G proj =0,1,2,...,m,
kde G; je minor G. Polozme Gy = G a By = Cy = (. Uvazme nyni j > 1. Jako
N; ozna¢me libovolnou podmnozinou sousedt v; velikosti min(deg(v;), k+1).
Zkontrolujeme, zda N; indukuje kliku v G;_;. Pokud ne, pak zvolme libovolné
Ti,Yj S Nj tz. T5Y; g E(Gj_l), a poloiime Gj = Gj_l/UjCL’j, Bj = Bj_1U{’Uj}
a C; = C;_;. Pokud N; je klika v G;_; a |N;| = k + 1, pak G obsahuje ne-k-
degenerovany graf Kj o jako minor a algoritmus ukonc¢ime. Posledni piipad
je, ze Nj je klika v G;_1 a |N;| < k, potom polozime G; = G;_1, B; = B;_4
a Cj = ijl U {Uj}.

Definujme H = G,,, B = B,, a C = (,,. PovSimnéme si, ze plati
nasledujici vlastnosti:

o V(H)=XUC
e H je minor G
e okoli kazdého vrcholu z C je v H klika a ma velikost nanejvys k

e H — C ma alespon |B| hran (kdyz pfidavame v; do B;, pak také kon-
trahujeme hranu mezi v; a x;; G; — B proto obsahuje hranu z;y;, a ma
tedy alespon o jednu hranu vic nez G;_;)

Nyni ovérime, zda H — C' je k-degenerovany. Pokud ne, G ma ne-k-
degenerovany minor a skonéime. Jinak (Lemma 2(c)) mé H — C nejvyse
k|X| hran, a proto |B| < k|X|a |C] =n— |X|—|B| > n— (k+ 1)|X]. Déle
(Lemma 2(d)), H — C obsahuje nejvyse 2| X| klik.



Pro kazdou kliku K v H — C si definujme C'x jako mnozinu vrchola v C,
jejichz okoli je rovno K. Polozme

A=c\ | Ck

|CK|<I€

Jelikoz tim pro kazdou kliku v H —C' odstranime nejvyse k—1 vrcholti, mame
Al > |C] — (k— 12 X| > n— (k+ 1+ (k—1)2%)|X]|. Mnozinu A si nyn{
rozlozme na maximélni navzajem disjunktni podmnoziny A;, As, ...takové,
ze vSechny vrcholy v A; maji stejnou mnozinu sousedu. Z konstrukce A mame
|A;| > k pro kazdé i. Jelikoz U; A; = A, médme >, |A;| = |A| >n—(k+ 1+
(k —1)2%)| X|, a mnoziny A; tedy spliiuji véechny podminky zad4n.
Snadno si rozmyslime, ze tento algoritmus lze implementovat v linearnim
case (zde vyuzivame fakt, ze G je k-degenerovany, a ma tedy pouze linedrni
pocet hran; dale pak diky volbé N; tak, ze |N;| < k + 1, 1ze rozhodnout zda
v; patif do B nebo C' v konstantnim case). O]

Déle pouzijeme nasledujici pozorovani.

Lemma 4. Necht G je graf na n vrcholech a Ay, Ay, ... C V(G) jsou dis-
gunktni podmnoziny velikosti alespon k takové, Ze A = \UJ; A; je mezdvisld
mnozina a pro kaZdé i, vSechny vrcholy v A; maji stejnou mnoZinu sousedi
a téchto sousedii je nejuyse k. Necht H je graf ziskany z G — A tak, Ze pro
kazdé i priddme kliku na sousedy vrcholi v A;. Pak H je minor G a z libo-
volného stromového rozkladu H sitky nanejuys k lze v linedrnim case vyrobit
stromovy rozklad G sirky nanejvys k.

Dikaz. Pro kazdé A; si vybereme libovolné parovani M; mezi A; a jeho sou-
sedy, které pokryva vsechny sousedy (méme |A;| > k a sousedu A; je nejvyse
k, proto takové parovéani existuje). Ozna¢me M = (J; M;. Pak H vznikne z
G kontrakci hran M a smazanim zbylych vrcholu A, a je to tedy minor G.

Necht (T, f) je stromovy rozklad H sitky nejvyse k. Okoli kazdého a € A
indukuje kliku v H, a tedy existuje uzel u, € V(T') takovy, ze f(u,) obsahuje
vsechny sousedy a. Necht strom 7" je vytvoien z T tak, Ze pro kazdé a € A
pridame novy uzel v, a hranu u,v,. Definujme f’ tak, ze f'(u) = f(u) pro
u € V(T) a f'(v,) je tvoreno vrcholem a a jeho okolim pro kazdé a € A. Pak
(T", ) je stromovy rozklad G siiky nejvyse k. O

Linearni algoritmus, ktery pro vstupni graf G' rozhodne, zda jeho stro-
mova Sitka je nejvyse £ > 1, a pokud ano, vrati prislusny rozklad, je nyni jiz
jednoduchy. Oznac¢me
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Algoritmus 2.

e Pokud G nent k-degenerovany, pak jeho stromovd $itka je vétsi nez k.

e Hladovym algoritmem najdeme mazimdlni (ne nutné nejvétsi) pdrovani
M v G.

o Jestlize |V (M)| > en, pak postupujeme stejné jako v Algoritmu 1.
o Jinak aplikujeme algoritmus z Lemma 3 s X =V (M).

— Dostaneme-li ne-k-degenerovany minor G, pak stromovd sirka G
je vetsi nez k.

— Jinak dostaneme mnoziny Ay, As, ..., jejichZ sjednoceni A md
velikost alesporin — (k+ 1+ (k—1)2%)|V(M)| > n/2. Necht H je
graf ziskany z G — A tak, Ze pro kazZdé i pridame kliku na sousedy
vrcholu v A;. Rekurzivné se zavoldme na H.

x Pokud H ma stromovou $itku véetsi nez k, pak G md stromovou
girku vétsi nez H (dle Lemma 4 je H minor G).

x Jinak dostaneme stromovy rozklad H Sirky nejvyse k, ktery
prepracujeme na rozklad G dle Lemma 4.

Prub¢h algoritmu az na rekurzivni volani zabere ¢as O(n). Rekurzivné
se voldme na graf velikosti nejvyse (1 —¢/2)n kdyz |V (M)| > en a nejvyse
n/2 < (1 —¢/2)n kdyz |V (M)| < en. Celkova ¢asova slozitost je tedy n +
(1—¢e/2)n+(1—¢/2)n+...=2n=0(n).
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