
Ukážeme si lineárńı algoritmus, který pro pevné k rozhodne, zda vstupńı
graf má stromovou š́ı̌rku nejvýše k, a je-li tomu tak, také vrát́ı př́ıslušný
stromový rozklad. Poznamenejme, že je-li k součást́ı vstupu, pak rozhodnout
zda graf má stromovou š́ı̌rku nejvýše k je NP-úplné [1]. Popsaný algoritmus
je motivován Bodlaenderovým algoritmem [3]. Bez d̊ukazu budeme použ́ıvat
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1 (Bodlaender a Kloks [2]). Necht’ K ≥ k ≥ 0 jsou celá č́ısla. Pak
existuje algoritmus, který jako vstup bere graf G a jeho stromový rozklad
š́ıřky nanejvýš K, a rozhodne zda G má stromovou š́ıřku nanejvýš k. Je-li
tomu tak, pak také vrát́ı stromový rozklad G š́ıřky nejvýše k. Časová složitost
algoritmu je O(|V (G)|).

Algoritmus z Věty 1 je založen na dynamickém programováńı zpracovávaj́ıćım
rekurzivně vstupńı stromový rozklad, je však poměrně netriviálńı. Multipli-
kativńı konstanta algoritmu skrytá v O-notaci záviśı exponenciálně na K.

Dále budeme potřebovat několik jednoduchých pozorováńı. Připomeňme,
že G je k-degenerovaný, pokud každý jeho podgraf obsahuje vrchol stupně
nejvýše k.

Lemma 2. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(a) Má-li graf stromovou š́ıřku nejvýše k, pak je k-degenerovaný.

(b) Je-li H minor G, pak stromová š́ıřka H je menš́ı nebo rovna stromové
š́ıřce G.

(c) Každý k-degenerovaný graf na n vrcholech má nejvýše kn hran.

(d) Je-li graf G na n vrcholech k-degenerovaný a k ≥ 1, pak G obsahuje
nejvýše 2kn klik.

D̊ukaz. Ukážeme si pouze (d), ostatńı tvrzeńı si laskavý čtenář snadno roz-
mysĺı. Tvrzeńı budeme dokazovat indukćı. Je-li n = 1, pak G obsahuje dvě
kliky (prázdnou a jednovrcholovou), a 2kn ≥ 2. Můžeme tedy předpokládat,
že n > 1 a tvrzeńı (e) plat́ı pro grafy s n − 1 vrcholy. Jelikož G je k-
degenerovaný, obsahuje vrchol v stupně nejvýše k. Každá klika v G je bud’

podgrafem G−v nebo obsahuje v. Z indukce G−v obsahuje nejvýše 2k(n−1)
klik. Každá klika obsahuj́ıćı v se skládá z vrcholu v a z nějaké podmnožiny
jeho okoĺı, a těchto podmnožin je nejvýše 2k. Proto G obsahuje nejvýše
2k(n− 1) + 2k = 2kn klik.
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Pro pevnou konstantu k lze o grafu G na n vrcholech v čase O(n) roz-
hodnout, zda je k-degenerovaný nebo ne: je-li |E(G)| > kn, pak G neńı
k-degenerovaný. Jinak si budeme udržovat frontu vrchol̊u stupně nejvýše k.
Z ńı vždy odebereme vrchol a smažeme ho z grafu. Pro sousedy odebraného
vrcholu pak ověř́ıme, zda jsme jejich stupeň sńıžili na k a v tom př́ıpadě je
přidáme do fronty. Odebereme-li takto postupně všechny vrcholy grafu, pak
G je k-degenerovaný. Jinak nám nakonec z̊ustane podgraf G s minimálńım
stupněm alespoň k + 1, který ukazuje, že G neńı k-degenerovaný.

Ukažme si nyńı kvadratický algoritmus, který pro vstupńı graf G roz-
hodne, zda jeho stromová š́ı̌rka je nejvýše k ≥ 1, a pokud ano, vrát́ı př́ıslušný
rozklad:

Algoritmus 1.

• Pokud G neńı k-degenerovaný, pak jeho stromová š́ıřka je věťśı než k
(dle Lemma 2(a)).

• Pokud G nemá žádné hrany, pak má stromovou š́ıřku 0 a triviálně
urč́ıme nějaký jeho stromový rozklad.

• Jinak uvažme libovolné neprázdné párováńı M ⊆ G a jako G1 označme
minor G vzniklý kontrakćı hran v M . Rekurzivně se zavoláme na G1.

– Pokud G1 má stromovou š́ıřku věťśı než k, pak i G má stromovou
š́ıřku věťśı než k (Lemma 2(b)).

– Jinak bud’ (T, f) stromový rozklad G1 š́ıřky nejvýše k. Pro uzel
v ∈ V (T ) definujme f ′(v) jako bramboru źıskanou z f(v) dekon-
trakćı hran M (tj. vrcholy vzniklé kontrakćı hran v M nahrad́ıme
odpov́ıdaj́ıćımi dvojicemi vrchol̊u G). Pak (T, f ′) je stromový roz-
klad G š́ıřky nanejvýš 2k + 1. Na G s t́ımto stromovým rozkladem
poté použijeme algoritmus z Věty 1.

Je-li G graf na n vrcholech, pak s ńım až na rekurzivńı voláńı stráv́ıme
pouze čas O(n) (je trochu potřeba si rozmyslet, jak v tomto čase vyrobit mi-
nor G1; zde se využije toho, že po prvńım kroku v́ıme, že G je k-degenerovaný,
a tedy má pouze O(n) hran). Jelikož M je neprázdné párováńı, graf G1

má nejvýše n − 1 vrchol̊u, a proto je časová složitost popsaného algoritmu
O(n + (n− 1) + (n− 2) + . . .) = O(n2).

Kdybychom ale měli štěst́ı a M samo mělo lineárńı velikost (tedy |V (M)| ≥
εn pro nějakou konstantu ε), pak by G1 měl pouze (1 − ε/2)n hran. Kdy-
bychom dokázali obdobně graf zmenšit v každém kroku, dostávali bychom
časovou složitost n+(1−ε/2)n+(1−ε/2)2n+(1−ε/2)3n+ . . . = 2

ε
n = O(n).
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Zvolme si tedy M jako maximálńı párováńı (na inkluzi, tedy ne nutně největš́ı
možné). Co budeme dělat, když párováńı M neńı dost velké? Povšimneme
si, že G − V (M) je nezávislá množina, jelikož jinak bychom mohli přidat
daľśı hranu do M (V (M) je tedy vrcholové pokryt́ı), a aplikujeme následuj́ıćı
tvrzeńı.

Lemma 3. Pro každé k ≥ 1 existuje následuj́ıćı algoritmus. Vstupem je k-
degenerovaný graf G na n vrcholech a množina X ⊆ V (G) taková, že G−X
je nezávislá množina. Výstupem je bud’ minor G, který neńı k-degenerovaný,
nebo navzájem disjunktńı množiny A1, A2, . . . ⊆ V (G)\X velikosti alespoň k
takové, že

∑
i |Ai| ≥ n− (k+ 1 + (k− 1)2k)|X| a pro každé i, všechny vrcholy

v Ai maj́ı stejnou množinu soused̊u a těchto soused̊u je nejvýše k. Časová
složitost algoritmu je O(n).

D̊ukaz. Necht’ v1, v2, . . . , vm jsou vrcholy V (G) \ X v libovolném pořad́ı.
Postupně definujme množiny Bj, Cj ⊆ V (G) a grafy Gj pro j = 0, 1, 2, . . . ,m,
kde Gj je minor G. Položme G0 = G a B0 = C0 = ∅. Uvažme nyńı j ≥ 1. Jako
Nj označme libovolnou podmnožinou soused̊u vj velikosti min(deg(vj), k+1).
Zkontrolujeme, zda Nj indukuje kliku v Gj−1. Pokud ne, pak zvolme libovolně
xj, yj ∈ Nj tž. xjyj 6∈ E(Gj−1), a polož́ıme Gj = Gj−1/vjxj, Bj = Bj−1∪{vj}
a Cj = Cj−1. Pokud Nj je klika v Gj−1 a |Nj| = k + 1, pak G obsahuje ne-k-
degenerovaný graf Kk+2 jako minor a algoritmus ukonč́ıme. Posledńı př́ıpad
je, že Nj je klika v Gj−1 a |Nj| ≤ k, potom polož́ıme Gj = Gj−1, Bj = Bj−1
a Cj = Cj−1 ∪ {vj}.

Definujme H = Gm, B = Bm a C = Cm. Povšimněme si, že plat́ı
následuj́ıćı vlastnosti:

• V (H) = X ∪ C

• H je minor G

• okoĺı každého vrcholu z C je v H klika a má velikost nanejvýš k

• H − C má alespoň |B| hran (když přidáváme vj do Bj, pak také kon-
trahujeme hranu mezi vj a xj; Gj−B proto obsahuje hranu xjyj, a má
tedy alespoň o jednu hranu v́ıc než Gj−1)

Nyńı ověř́ıme, zda H − C je k-degenerovaný. Pokud ne, G má ne-k-
degenerovaný minor a skonč́ıme. Jinak (Lemma 2(c)) má H − C nejvýše
k|X| hran, a proto |B| ≤ k|X| a |C| = n− |X| − |B| ≥ n− (k + 1)|X|. Dále
(Lemma 2(d)), H − C obsahuje nejvýše 2k|X| klik.
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Pro každou kliku K v H −C si definujme CK jako množinu vrchol̊u v C,
jejichž okoĺı je rovno K. Položme

A = C \
⋃

|CK |<k

CK .

Jelikož t́ım pro každou kliku v H−C odstrańıme nejvýše k−1 vrchol̊u, máme
|A| ≥ |C| − (k − 1)2k|X| ≥ n − (k + 1 + (k − 1)2k)|X|. Množinu A si nyńı
rozložme na maximálńı navzájem disjunktńı podmnožiny A1, A2, . . . takové,
že všechny vrcholy v Ai maj́ı stejnou množinu soused̊u. Z konstrukce A máme
|Ai| ≥ k pro každé i. Jelikož

⋃
i Ai = A, máme

∑
i |Ai| = |A| ≥ n− (k + 1 +

(k − 1)2k)|X|, a množiny Ai tedy splňuj́ı všechny podmı́nky zadáńı.
Snadno si rozmysĺıme, že tento algoritmus lze implementovat v lineárńım

čase (zde využ́ıváme fakt, že G je k-degenerovaný, a má tedy pouze lineárńı
počet hran; dále pak d́ıky volbě Nj tak, že |Nj| ≤ k + 1, lze rozhodnout zda
vj patř́ı do B nebo C v konstantńım čase).

Dále použijeme následuj́ıćı pozorováńı.

Lemma 4. Necht’ G je graf na n vrcholech a A1, A2, . . . ⊆ V (G) jsou dis-
junktńı podmnožiny velikosti alespoň k takové, že A =

⋃
i Ai je nezávislá

množina a pro každé i, všechny vrcholy v Ai maj́ı stejnou množinu soused̊u
a těchto soused̊u je nejvýše k. Necht’ H je graf źıskaný z G − A tak, že pro
každé i přidáme kliku na sousedy vrchol̊u v Ai. Pak H je minor G a z libo-
volného stromového rozkladu H š́ıřky nanejvýš k lze v lineárńım čase vyrobit
stromový rozklad G š́ıřky nanejvýš k.

D̊ukaz. Pro každé Ai si vybereme libovolné párováńı Mi mezi Ai a jeho sou-
sedy, které pokrývá všechny sousedy (máme |Ai| ≥ k a soused̊u Ai je nejvýše
k, proto takové párováńı existuje). Označme M =

⋃
i Mi. Pak H vznikne z

G kontrakćı hran M a smazáńım zbylých vrchol̊u A, a je to tedy minor G.
Necht’ (T, f) je stromový rozklad H š́ı̌rky nejvýše k. Okoĺı každého a ∈ A

indukuje kliku v H, a tedy existuje uzel ua ∈ V (T ) takový, že f(ua) obsahuje
všechny sousedy a. Necht’ strom T ′ je vytvořen z T tak, že pro každé a ∈ A
přidáme nový uzel va a hranu uava. Definujme f ′ tak, že f ′(u) = f(u) pro
u ∈ V (T ) a f ′(va) je tvořeno vrcholem a a jeho okoĺım pro každé a ∈ A. Pak
(T ′, f ′) je stromový rozklad G š́ı̌rky nejvýše k.

Lineárńı algoritmus, který pro vstupńı graf G rozhodne, zda jeho stro-
mová š́ı̌rka je nejvýše k ≥ 1, a pokud ano, vrát́ı př́ıslušný rozklad, je nyńı již
jednoduchý. Označme

ε =
1

2(k + 1 + (k − 1)2k)
.
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Algoritmus 2.

• Pokud G neńı k-degenerovaný, pak jeho stromová š́ıřka je věťśı než k.

• Hladovým algoritmem najdeme maximálńı (ne nutně nejvěťśı) párováńı
M v G.

• Jestlǐze |V (M)| > εn, pak postupujeme stejně jako v Algoritmu 1.

• Jinak aplikujeme algoritmus z Lemma 3 s X = V (M).

– Dostaneme-li ne-k-degenerovaný minor G, pak stromová š́ıřka G
je věťśı než k.

– Jinak dostaneme množiny A1, A2, . . . , jejichž sjednoceńı A má
velikost alespoň n− (k + 1 + (k− 1)2k)|V (M)| ≥ n/2. Necht’ H je
graf źıskaný z G−A tak, že pro každé i přidáme kliku na sousedy
vrchol̊u v Ai. Rekurzivně se zavoláme na H.

∗ Pokud H má stromovou š́ıřku věťśı než k, pak G má stromovou
š́ıřku věťśı než H (dle Lemma 4 je H minor G).

∗ Jinak dostaneme stromový rozklad H š́ıřky nejvýše k, který
přepracujeme na rozklad G dle Lemma 4.

Pr̊uběh algoritmu až na rekurzivńı voláńı zabere čas O(n). Rekurzivně
se voláme na graf velikosti nejvýše (1 − ε/2)n když |V (M)| > εn a nejvýše
n/2 ≤ (1 − ε/2)n když |V (M)| ≤ εn. Celková časová složitost je tedy n +
(1− ε/2)n + (1− ε/2)2n + . . . = 2

ε
n = O(n).
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