
1. Označme

P =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)(2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n− 2)(2n)
.

• Vyjádřete
(

2n
n

)
pomoćı P .

• Ukažte, že

1 · 3
22

· 3 · 5
42

· · · (2n− 5)(2n− 3)

(2n− 4)2
· (2n− 3)(2n− 1)

(2n− 2)2
≤ 1

a
2 · 4
32

· 4 · 6
52

· · · (2n− 4)(2n− 2)

(2n− 3)2
· (2n− 2)(2n)

(2n− 1)2
≤ 1.

• Použijte tyto vztahy pro nalezeńı odhadu velikosti
(

2n
n

)
.

2. Pomoćı integrál̊u odhadněte následuj́ıćı sumy:

•
n∑

k=1

1

k

• ∞∑
k=1

1

k2

3. • Vı́me, že ex =
∑∞

k=0
xk

k!
≥ xn/n! pro libovolné n a x ≥ 0. Nalezněte

pomoćı tohoto vztahu odhad na n!.

• Vylepšete tento odhad využit́ım toho, že ex ≥ ∑n
k=0

xk

k!
.

• Necht’ ex+x2/2 =
∑∞

k=0 akx
k. Vı́me1, že ak ≥ 0 pro každé k. Na-

lezněte odhad na ak.

4. Bez d̊ukazu můžete použ́ıt následuj́ıćı nerovnost: pro 0 ≤ x ≤ 1 plat́ı
ex/2 ≤ 1 + x ≤ ex.

• Pro dané přirozené č́ıslo n, necht’ t je největš́ı přirozené č́ıslo ta-
kové, že e

(
2n

n+t

)
≥
(

2n
n

)
. Nalezněte dolńı a horńı odhad na t.

• Co z toho plyne pro pravděpodobnost, že náhodně zvolená podmnožina
2n-prvkové množiny má velikost nanejvýš n + t?

1Lze odvodit, že akk! je počet graf̊u maximálńıho stupně 1 s množinou vrchol̊u [k].


