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Obrézek 1: Hrana paralelni s e.

Nésledujici tvrzeni dokdzal Voorhoeve [1]:

Véta 1. Necht G je bipartitni 3-requldrni graf na 2n vrcholech a e je hrana G.

Pak G md alespori N = % (%)n perfektnich pdrovdni neobsahujicich hranu e.

Poznamenejme, ze v G povolujeme ndsobné hrany (ale ne smycky — to by
nebyl bipartitn{), a Ze nemdme zddny pfedpoklad na souvislost G. Nejprve
dokazme nésledujici pomocné tvrzeni, které spolu s vétou 1 implikuje, ze bipar-
titni 3-regularni graf na 2n vrcholech ma alespon % (%)n perfektnich parovéni:
Lemma 2. Necht G je bipartitni 3-requldrni graf na 2n vrcholech takovy, Ze pro
kazdou hranu e € E(G) md G alesponi N perfektnich pdrovdni neobsahugicich e.
Pak G md alespori 3N /2 perfektnich parovdnd.

Diikaz. Necht v je vrchol G a ej, es a ez hrany sousedici s v. Oznaéme P;
mnozinu vSech perfektnich parovani grafu G, které obsahuji hranu e;, a na-
hlédnéme, ze |Pi| + |P2| + |Ps| je pocet vSech perfektnich pdrovéni grafu G.
Daéle | P1| + |P2| je pocet perfektnich parovéni grafu G, které neobsahuji hranu
es, a dle piedpokladu |Py| + |P2| > N. Obdobné dostdvdme |Pi| + |Ps] > N a
| P2|+|Ps| > N. Sectenim téchto nerovnosti dostaneme 2(| Py |+|Pa|+|Ps|) > 3N,
z ¢ehoz plyne pozadované tvrzeni. O

Diikaz véty 1. Tvrzeni dokdzeme indukei dle n. Je-li n = 1, pak se G skldda z
trojnasobné hrany mezi jeho dvéma vrcholy a ma 2 perfektni parovani neobsa-
hujici hranu e, proto tvrzeni plati. Necht n > 1.

Jestlize G mneni souvisly, pak ozna¢me (G; komponentu souvislosti obsa-
hujici e a polozme Gy = G — G1. Dle indukéniho predpokladu méa G; alespon
%(%)lv(cl)l/ ? perfektnich parovani neobsahujicich e. Je-li f libovolnd hrana

Ga, pak Gy mé alespon 2 (1) 92 perfektnich parovani neobsahujicich f.

Kazda kombinace parovani v G; a v G2 dava parovani v G, proto G ma alespon
4y IV(@I/2+V(G)I/2 > N perfektnich parovani neobsahuymch hranu e.
Predpokladejme nyni, Ze G je souvisly. Necht e = uv a u, w; a ws jsou
sousedi v. Jelikoz G je souvisly a |V(G)| > 4, muzeme piedpoklddat wy # w.
Jestlize w1 = u, pak z bud’ soused u rizny od v a H bud graf ziskany z G—{u,v}

piiddnim hrany e’ = wsz, viz obr. 1. Nahlédnéme, ze H je bipartitni 3-reguldrni
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graf na 2(n—1) vrcholech, a z indukce a lemmatu 2 ma H alespoii 2 (%)n_l > N
perfektnich parovani. Kazdé perfektni parovani M grafu H odpovida pravé
jednomu perfektnimu parovani G, které neobsahuje hranu e: Jestlize M obsahuje
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Obréazek 2: e sousedi s paralelni hranou
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Obrazek 3: Obecny piipad

hranu €', pak ji nahradime hranami wsv a uz. Jestlize M neobsahuje hranu e,
pak ptiddme hranu spojujici vrcholy u a v riznou od e. Proto G ma alespon NV
perfektnich parovani neobsahujicich e.

Muzeme tedy predpoklddat, Ze wy # u. Jestlize wy = ws, pak y bud soused
wy ruzny od v a H graf ziskany z G — {v,w;} pfiddnim hrany ¢’ = uy, viz
obr. 2. Dle indukéniho predpokladu méa H alespon % (%)n_l > N/2 perfektnich
parovan{ neobsahujicich hranu e’. Kazdé takové parovani M odpovidd dvéma
parovanim v G neobsahujicim hranu e (do M pfiddme jednu ze dvou hran
spojujicich v a w1 ), proto G mé alespon N perfektnich parovani neobsahujicich
e.

Na zavér uvazujme piipad, ze wy, # ws. Pak e; = wyy1, ea = wyye budiz
hrany sousedici s w; ruzné od vw; a e3 = ways, 4 = ways hrany sousedici
s we 1zné od vwy. Necht Hy je graf ziskany z G — {v,w;} pfiddnfm hran
e} = uy1 a ways (viz obr. 3) a Hy graf vznikly pfiddnim hran e}, = uys a way;.
Necht Hj je graf ziskany z G — {v,ws} pfiddnim hran ej = uys a wiys a Hy
graf vznikly pfiddnim hran e} = uys a wiys. Z indukéniho pfedpokladu mé
kazdy z grafu H; alespon 3N /4 perfektnich parovéni, které neobsahuji hranu e’.
Bud P; mnoZina viech pdrovani grafu G, které neobsahuji hranu e a obsahujf
hranu e;. Nahlédnéme, ze mnoziny Py, P>, P3 a P, jsou navzajem disjunktni.
Uvazujme parovani{ M grafu H;, které neobsahuje hranu €). Jestlize M obsahuje
hranu ysws, pak M odpovida parovani v P, ziskanému nahrazenim hrany yows
hranami e; a vws. Obdobné, jestlize M obsahuje e3, pak odpovidd parovani
v P3 a jestlize obsahuje ey, pak odpovidd parovani v P,. Proto |Pa| + |Ps| +
|Py| > 3N/4. Uvézime-li parovani v grafech Hy, Hs a Hy, dostdvame obdobné
[PLL+ [Pl + | Pa| = 3N/4, |Po| +|Po| +|Pa| = 3N/4 a |Py| + | Ps] + | Py] = 3N/4.
Se¢tenim téchto nerovnosti dostavame 3(|Py| + |Pa| + | P3| + |Ps]) > 3N, a tedy
|P1| + |P2| + | Ps| + | Py| > N. Nicméné, |Py| + |Po| + | P3| + | P4l je rovno poctu
perfektnich parovani G neobsahujicich hranu e, ¢imz je tvrzeni dokazéno. [
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