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Definice 1. Necht’ � je částečné uspořádáńı množiny X. Řı́káme, že � je
WQO na X, jestlǐze pro každou nekonečnou posloupnost x1, x2, . . . prvk̊u z
X existuj́ı i < j ťz. xi � xj.

Ř́ıkejme, že posloupnost x1, x2, . . . je špatná, jestliže neexistuj́ı i < j tž.
xi � xj; tj. � je WQO právě tehdy, když pro něj neexistuje špatná posloup-
nost.

Lemma 1. Necht’ � je částečné uspořádáńı množiny X. Následuj́ıćı tvrzeńı
jsou ekvivalentńı.

(a) � je WQO na X.

(b) � nemá nekonečný antiřetězec ani nekonečný klesaj́ıćı řetězec na X.

(c) Každá nekonečná posloupnost prvk̊u z X má nekonečnou neklesaj́ıćı
(vybranou) podposloupnost.

D̊ukaz. Nekonečný antǐretězec i nekonečný klesaj́ıćı řetězec by porušoval
podmı́nku z definice WQO, proto (a) implikuje (b).

Necht’ x1, x2, . . . je nekonečná posloupnost prvk̊u z X. Necht’ K je úplný
graf s množinou vrchol̊u N, a necht’ ψ je obarveńı jeho hran definované tak,
že pro i < j je

ψ(ij) =


0 jestliže xi � xj

1 jestliže xj ≺ xi

2 jestliže xi a xj jsou v uspořádáńı � neporovnatelné.

Dle Ramseyovy věty existuje v tomto obarveńı nekonečná monochromatická
klika Q. Jestliže hrany Q maj́ı barvu 1, pak podposloupnost odpov́ıdaj́ıćı
V (Q) je nekonečný klesaj́ıćı řetězec, a jestliže maj́ı barvu 2, pak podposloup-
nost odpov́ıdaj́ıćı V (Q) je nekonečný antǐretězec. Plat́ı-li (b), pak ani jedna z
těchto možnost́ı nenastane, a proto hrany Q maj́ı barvu 0 a podposloupnost
odpov́ıdaj́ıćı V (Q) je neklesaj́ıćı. Tedy (b) implikuje (c).

Triviálně, (c) implikuje (a).
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1 Odvozená uspořádáńı

Definice 2. Necht’ �1 a �2 jsou částečná uspořádáńı na množinách A1 a
A2. Pak jejich kartézský součin je uspořádáńı � množiny A1×A2 definované
tak, že (x1, x2) � (y1, y2) právě tehdy, když x1 �1 y1 a x2 �2 y2.

Lemma 2. Kartézský součin WQO je WQO.

D̊ukaz. Použ́ıvejme značeńı jako v Definici 2. Necht’ (c1, d1), (c2, d2), (c3, d3), . . .
je libovolná nekonečná posloupnost prvk̊u A1 × A2. Uvažme posloupnost
c1, c2, . . .. Jelikož �1 je WQO, dle Lemma 1(c) existuje nekonečná neklesaj́ıćı
podposloupnost ci1 , ci2 , ci3 , . . .. Uvažme posloupnost di1 , di2 , di3 , . . .. Jelikož
�2 je WQO, existuj́ı j < k tž. dij �2 dik . Dle volby podposloupnosti plat́ı i
cij �1 cik , a proto (cij , dij) � (cik , dik).

Definice 3. Necht’ � je částečné uspořádáńı množiny X. Jako S(X) označme
množinu všech konečných posloupnost́ı prvk̊u z X (pro odlǐseńı jim budeme
ř́ıkat řetězce) a jako �S definujme částečné uspořádáńı S(X) tak, že a1a2 . . . ak �S

b1b2 . . . bm právě tehdy, když existuje rostoućı funkce f : [k] → [m] ťz. ai �
bf(i) pro i = 1, . . . , k.

Př́ıklady:

• Necht’ x � y právě tehdy, když x = y. Pak A �S B právě tehdy, když
A je (vybraná) podposloupnost B.

• Necht’ � je relace
”
být minorem“ na tř́ıdě konečných graf̊u. Necht’ G1

a G2 jsou grafy, a A1 a A2 jsou posloupnosti jejich komponent. Jestliže
A1 �S A2, pak G1 je minor G2 (ale opačná implikace nemuśı nutně
platit).

Lemma 3. Jestlǐze � je WQO na X, pak �S je WQO na S(X).

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje špatná posloupnost řetězc̊u s
prvky z X. Zvolme špatnou posloupnost A1, A2, . . . tak, že

• A1 je nejkratš́ı řetězec, kterým zač́ıná špatná posloupnost,

• A2 je nejkratš́ı řetězec, pro který existuje špatná posloupnost zač́ınaj́ıćı
A1, A2,

• A3 je nejkratš́ı řetězec, pro který existuje špatná posloupnost zač́ınaj́ıćı
A1, A2, A3,
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atd.
ProtožeA1, A2, . . . je špatná, prázdný řetězec neńı jej́ım prvkem. Označme

jako ai prvńı prvek řetězce Ai a jako Bi podřetězec Ai vzniklý smazáńım
prvńıho prvku. Necht’ Y = {B1, B2, . . .}. Uvažme př́ıpad, že by existovala
nekonečná špatná posloupnost Bi1 , Bi2 , . . . pro uspořádáńı �S na Y . Ne-
cht’ k = min{i1, i2, . . .}. Kdyby k 6= i1, můžeme z této posloupnosti zahodit
konečně mnoho prvk̊u tak, aby index prvńıho prvku zbylé posloupnosti byl k;
BÚNO tedy k = i1. Pak posloupnost A1, A2, . . . , Ak−1, Bi1 , Bi2 , . . . je špatná,
ale Bi1 je kratš́ı než Ak = Ai1 , což je spor s volbou A1, A2, . . ..

Tedy neexistuje žádná špatná posloupnost řetězc̊u z Y , a proto �S je
WQO na Y . Necht’ ≤ je kartézský součin � a �S na X×Y . Dle Lemma 2 je ≤
WQO. Uvažme posloupnost (a1, B1), (a2, B2), . . .; existuj́ı i < j tž. (ai, Bi) ≤
(aj, Bj). Pak ale ai � aj a Bi �S Bj, a proto Ai �S Aj. To je spor s
předpokladem, že A1, A2, . . . je špatná posloupnost.

2 Cvičeńı

Necht’ T1 a T2 jsou dva zakořeněné stromy. Zobrazeńı f : V (T1) → V (T2) je
monotónńı, jestliže pro každé u, v ∈ V (T1) plat́ı, že u potomkem v v T1 právě
tehdy, když f(u) je potomkem f(v) v T2.

1. Necht’ X je množina zakořeněných stromů, a � je definováno na X
tak, že T1 � T2, když existuje monotónńı zobrazeńı f : V (T1)→ V (T2)
(tedy podrozděleńı T1 je zakořeněným podstromem T2). Ukažte, že �
je WQO na X:

• Uvažte pro spor vhodně minimalizovanou špatnou posloupnost
stromů S1, S2, . . ..

• Necht’ Y je množina všech vlastńıch zakořeněných podstromů stromů
S1, S2, . . .; ukažte, že z minimality plyne, že � je WQO na Y .

• Dle Lemma 3 je i �S WQO na S(Y ). Necht’ ri je kořen Si, a
necht’ Fi je řetězec, jehož prvky jsou komponenty Si − ri. Jelikož
F1, F2, . . . je posloupnost prvk̊u z S(Y ), existuj́ı i < j tž. Fi �S Fj.
Ukažte, že Si � Sj.

2. S využit́ım výsledku předchoźıho cvičeńı ukažte, že relace
”
být mino-

rem“ je WQO na stromech.

3. S využit́ım výsledku předchoźıho cvičeńı a Lemma 3 ukažte, že relace

”
být minorem“ je WQO na lesech.
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4. Necht’ ≤ je WQO na množině A, a necht’ B je množina dvojic (T, q),
kde T je zakořeněný strom a q : V (T )→ A přǐrazuje každému vrcholu

”
barvu“ z A. Necht’ � je definováno na X tak, že (T1, q1) � (T2, q2),

když existuje monotónńı zobrazeńı f : V (T1) → V (T2) tž. q1(v) ≤
q2(f(v)) pro každé v ∈ V (T1). Ukažte, že � je WQO na B.

5. K zamyšleńı: jak by tyto d̊ukazy bylo potřeba modifikovat, aby fungo-
valy i pro grafy se stromovou dekompozićı omezené š́ı̌rky?
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