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Definice 1. Necht < je ¢dstecné uspordddani mmoziny X . Rikdme, zZe < je
WQO na X, jestlize pro kaZdou nekonecnou posloupnost xi,xs, ... proki z
X emistugii < j tZ. x; 2 x;.

Rikejme, Ze posloupnost @1, Zs, . .. je $patnd, jestlize neexistuji i < j tz.
x; = xj; tj. = je WQO prave tehdy, kdyz pro néj neexistuje Spatnd posloup-
nost.
Lemma 1. Necht = je ¢dstecné uspordddni mnoziny X . Ndsledugici tvrzent
jsou ekvivalentni.

(a) = je WQO na X.
(b) < nemd nekonecny antiretézec ani nekonecny klesajici retézec na X.

(c) Kazda nekonecnd posloupnost proki z X md nekonecnou neklesajici
(vybranou) podposloupnost.

Dikaz. Nekoneény antifetézec i nekonecny klesajici fetézec by porusoval
podminku z definice WQO, proto (a) implikuje (b).

Necht 1, o9, ... je nekoneénd posloupnost prvkiu z X. Necht K je uplny
graf s mnozinou vrcholit N, a necht 1) je obarveni jeho hran definované tak,
ze prot < jje

0 jestlize x; < x;
Y(ij) = Q1 jestlize z; < x;
2 Jjestlize z; a x; jsou v usporadani < neporovnatelné.

Dle Ramseyovy véty existuje v tomto obarveni nekonec¢néd monochromaticka
klika Q. Jestlize hrany ) maji barvu 1, pak podposloupnost odpovidajici
V(Q) je nekonecny klesajici fetézec, a jestlize maji barvu 2, pak podposloup-
nost odpovidajici V(@) je nekoneény antifetézec. Plati-li (b), pak ani jedna z
téchto moznosti nenastane, a proto hrany ) maji barvu 0 a podposloupnost
odpovidajici V(Q) je neklesajici. Tedy (b) implikuje (c).

Trividlné, (c) implikuje (a). O



1 Odvozena usporadani

Definice 2. Necht =i a =y jsou édsteénd uspordddni na mnoZindch A, a
Asy. Pak jejich kartézsky soucin je usporaddni < mnoziny Ay X Ay definované
tak, Ze (x1,x9) = (y1,y2) pravé tehdy, kdyz x1 <1 11 a xa <o Y.

Lemma 2. Kartézsky soucin WQO je WQO.

Diikaz. Pouzivejme znacen{ jako v Definici 2. Necht (c1, dy), (c2, d3), (c3,d3), . . .
je libovolna nekonec¢na posloupnost prvku A; x A,. Uvazme posloupnost
1, Ca, - . .. Jelikoz <1 je WQO, dle Lemma 1(c) existuje nekoneéné neklesajici
podposloupnost ¢;,, ¢y, Ciy, - ... Uvazme posloupnost d;,,d;,, d;,, . ... Jelikoz
=2 je WQO, existuji j < k tz. d;; =<5 d;,. Dle volby podposloupnosti platf i
Cij '_<1 Cipy & pl"OtO (Cij7dij) ‘_< (CZmdzk) ]

Definice 3. Necht < je ¢dstecné uspordddani mnoZiny X . Jako S(X) oznacme
mnozinu vech koneénijch posloupnosti proki z X (pro odliseni jim budeme
rikat tetézce) a jako =g definujme cdstecné usporadani S(X) tak, Ze ajas . . . ar =g
bibs ... by, pravé tehdy, kdyz existuje rostouct funkce f : [k] — [m] tZ. a; <

byasy prov=1,... k.

Priklady:

e Necht z < y pravé tehdy, kdyz = = y. Pak A <g B pravé tehdy, kdyz
A je (vybrand) podposloupnost B.

e Necht < je relace ,byt minorem® na tii{dé koneénych grafi. Necht G,
a G9 jsou grafy, a A; a Ay jsou posloupnosti jejich komponent. Jestlize
Ay <s Ay, pak G je minor Gy (ale opaénéd implikace nemusi nutné
platit).

Lemma 3. Jestlize < je WQO na X, pak <s je WQO na S(X).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje Spatnd posloupnost fetézcu s
prvky z X. Zvolme Spatnou posloupnost Ay, A,, ... tak, ze

e A; je nejkratsi fetézec, kterym zacina Spatna posloupnost,

e A je nejkratsi retézec, pro ktery existuje Spatnd posloupnost zacinajici
A17 A27

e Aj je nejkratsi retézec, pro ktery existuje Spatnda posloupnost zacinajici

A17A27A37



atd.

Protoze A1, Ag, ... je Spatna, prazdny retézec neni jejim prvkem. Oznac¢me
jako a; prvni prvek retézce A; a jako B; podretézec A; vznikly smazanim
prvnfho prvku. Necht Y = {By, Bs,...}. Uvazme ptipad, Ze by existovala
nekonecnd Spatna posloupnost B;,, B;,,... pro usporadani <g na Y. Ne-
cht k = min{iy, is,...}. Kdyby k # i1, muzeme z této posloupnosti zahodit
kone¢né mnoho prvku tak, aby index prvniho prvku zbylé posloupnosti byl k;
BUNO tedy k = 7;. Pak posloupnost Ay, Ao, ..., Ak_1, Bi,, Bi,, . .. je Spatna,
ale B;, je kratsi nez Ay = A;,, coz je spor s volbou Ay, As, .. ..

Tedy neexistuje zadna Spatna posloupnost fetézcu z Y, a proto <g je
WQO na Y. Necht < je kartézsky soucin < a <gna X xY. Dle Lemma 2 je <
WQO. Uvazme posloupnost (ay, By), (ag, Bs), . . .; existuji i < j tz. (a;, B;) <
(aj, Bj). Pak ale a; < a; a B; <¢ Bj, a proto A; =g A;. To je spor s
predpokladem, ze A;, As, ... je Spatnd posloupnost. O

2 Cviceni

Necht T} a Ty jsou dva zakofenéné stromy. Zobrazeni f : V(1) — V(T3) je
monotonni, jestlize pro kazdé u,v € V(1) plati, ze u potomkem v v T} pravé
tehdy, kdyz f(u) je potomkem f(v) v Ts.

1. Necht X je mnozina zakofenénych stromt, a < je definovéano na X
tak, ze T1 = Ty, kdyz existuje monoténni zobrazeni f : V(T1) — V(1)
(tedy podrozdéleni T; je zakofenénym podstromem T3). Ukazte, ze <
je WQO na X:

e Uvazte pro spor vhodné minimalizovanou Spatnou posloupnost
stromu Sq,.5s, .. ..

e Nechf Y je mnozina viech vlastnich zakofenénych podstromiu stromi
S1, 9, ...; ukazte, ze z minimality plyne, ze < je WQO na Y.

e Dle Lemma 3 je i <g¢ WQO na S(Y). Necht r; je kofen S;, a
necht F} je fetézec, jehoz prvky jsou komponenty S; — r;. JelikoZ
Fy, F,, ... jeposloupnost prvki z S(Y), existuji i < j tz. F; =g F}.
Ukazte, ze S; X 5.

2. S vyuzitim vysledku ptedchoziho cviceni ukazte, ze relace byt mino-
rem“ je WQO na stromech.

3. S vyuzitim vysledku pfedchoziho cviceni a Lemma 3 ukazte, ze relace
,byt minorem“ je WQO na lesech.



4. Necht < je WQO na mnoziné A, a necht B je mnozina dvojic (T, q),
kde T je zakofenény strom a ¢ : V(T) — A piitazuje kazdému vrcholu
sbarvu“ z A. Necht < je definovdno na X tak, ze (Ty,q1) = (T3, ¢2),

kdyz existuje monoténni zobrazeni f : V(11) — V(1) tz. ¢1(v) <
q2(f(v)) pro kazdé v € V(T7). Ukazte, ze < je WQO na B.

5. K zamysleni: jak by tyto dikazy bylo potfeba modifikovat, aby fungo-
valy i pro grafy se stromovou dekompozici omezené sitky?



