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V této kapitole uvazujeme plochy X s hranici 0%, tj. plochy v nichz je
“vyvrtano” konecné mnoho disjukntnich dér. Sféra s dirou je disk.

Definice 1. Necht X je mnoZina vrcholi nakreslenijch na plose ¥ a necht
P je jejich rozdéleni na ¢dsti. Rikdme, Ze graf H s X C V(H) realizuje P,
jestlize x,y € X jsou ve stejné komponenté H pravé kdyz jsou ve stejné c¢dsti
P. Rikime, ze rozdélent P je topologicky piipustné, jestlize néjaky graf H,
ktery ho realizuje, jde nakreslit na ¥ (bez presouvdni vrcholi z X ).

Definice 2. Necht G je graf nakresleny na plose . I-oblouk je jednoduchd
otevrend krivka v 3 protinagici G pouze ve vrcholech takovd, Ze oba jeji konce
lezi na hranici 3. O-oblouk je jednoduchd uzaviend krivka v ¥ protinajici G
pouze ve vrcholech.

Necht G je graf nakresleny na disku 3, X C V(@) obsahuje pouze vrcholy
nakreslené na hranici, a P je rozdéleni X. I-oblouk ¢ sekd cast p € P, jestlize
¢ je disjunktni s p a obé komponenty > — ¢ obsahuji vrchol z p.

Lemma 1. Necht G je graf nakresleny na disku ¥ a X C V(G) obsa-
huje pouze vrcholy nakreslené na hranici. Necht P je topologicky pripustné
rozdéleni X. Pak néjaky podgraf G realizuje P pravé tehdy, kdyzZ kazdy I-
oblouk ¢ sekd nejuyse |c N (V(G) \ X)| édsti z P.

Idea dukazu: Pokud néjaky I-oblouk ¢ sekd prave |cn (V(G) \ X)| ¢asti
z P, pak je pro vrcholy |c N (V(G) \ X)| vynuceno, s kterymi vrcholy X
musi byt v realizaci ve stejné komponenté. Aplikujeme indukci na obé casti
Y —c (je snadné ovérit, ze spliuji predpoklady). Jestlize kazdy I-oblouk ¢ seké
méné nez |¢cN (V(G) \ X)| ¢asti z P, zkontrahujeme hranu G a aplikujeme
indukei. O

Necht X je plocha a D je jedna z jejich dér. Mnozina B C X je kontraho-
vatelnd, jestlize existuje otevieny disk A C ¥ tz. B C A. Rikdme, Ze mnozina



B C Y obklopuje D, jestlize B neni kontrahovatelnd v X, ale je kontrahova-
telna v plose vzniklé ze ¥ zazaplatovanim diry D. Mnozina B je esencidlni,
jestlize B neni ani kontrahovatelna, ani neobklopuje diru.

Véta 2. Pro kazdé k a plochu ¥ existuje n tZ. plati ndsledugici. Necht G
je graf nakresleny na ¥ a X = V(G) N O spliuje | X| < k. Necht P je
topologicky pripustné rozdeleni X. Jesthze plati ndsledujici podminky, pak
néjaky podgraf G realizuje P:

(a) Kazdy I-oblouk s konci na hranicich riznigjch dér proting G v alespor n
vrcholech;

(b) pro kazdy nekontrahovatelny O-oblouk c, ktery protind G v méné nez n
vrcholech, existuje dira D v plose ¥ takova, Ze ¢ obklopuje D a obsahuje
vSechny vrcholy G leZici na hranici D;

(¢) hranice kazdé diry obsahuje alespori dva vrcholy z X ; a
(d) 3 md alespori dvé diry.

Idea dukazu: ¥ “rozstithame” na disk tak, abychom protnuli co nejméné
vrcholu z G, vhodné preskupime rozstithané vrcholy do ¢asti a aplikujeme
Lemma 1.

1 Cviceni

Dokazte nasledujici zesileni Véty 2.

Véta 3. Pro kazdé k a plochu 3 s alespon tremi dérami existuje k tZ. plati
ndsledujici. Necht G je graf nakresleny na ¥ a X = V(G)NIX sphiuje | X| <
k. Necht P je topologicky pripustné rozdéleni X. Jestlize plati ndsledugjici
podminky, pak néjaky podgraf G realizuje P:

(a) Kazdd souvisld esencidlni mnozina, kterd protind G pouze ve vrcholech,
md alespont k pruseciki s G;

(b) kazdy O-oblouk c, ktery obklopuje diru D, protind G v alespon tolika
vrcholech, kolik je vrcholu z X na hranici D; a

(¢) hranice kazdé diry obsahugje alespori dva vrcholy z X .

Névod: necht 7 je konstanta z Véty 2 pro k a 2. Zafixujme néjak x >
a > n > k. Necht ¢ je O-oblouk obfhajici diru D; jakozto G{c} oznac¢me
podgraf G sklddajici se z vrcholu a hran nakreslenych mezi D a ¢ (véetné). Pro
kazdou diru D zvolme O-oblouk cp ktery ji obklopuje, protina G' v nejvyse
a vrcholech, a G{cp} je maximalni.



. Pro diry Dy # D, jsou G{cp,} a G{cp,} disjunktni; navic neexistuje
jednoduché oteviend kiivka g v X protinajici G jen ve vrcholech, tz.
jeden konec ¢ je v G{cp, }, druhy v G{cp,}, a ¢ protind G v méné nez
a vrcholech.

. Pro diru D existuje /10 disjunktnich kruznic Cp,...,Cpano € G
tz. kazd& z nich obklopuje D a je disjunktni s G{cp}, a pro i < j plati
Cp: C G{Cp;}. Navic lze tyto kruznice zvolit tak, ze pro Dy # Dj
jsou G{Cp, aj10} & G{Cp,.a/10} disjunktni.

. Pro diru D oznacme Ap = Cp1, Bp = Cpj0 a Zp = Cp /0. Pak
v G{Zp} existuje a disujunktnich cest Py,..., P, z Ap do Zp, a je-li
0D hranice D, pak v G{Zp} existuje | X N OD| vrcholové disjunktnich
cest z X NOD do Zp.

. Cesty P,..., P, akruznice Cp 1, ...,Cpa/10 1ze zvolit tak, aby kazdd
cesta P; protinala kazdou z kruznic Cp; v souvislé podcesté.

. Rozdélme Bp na |X N dD| tseku, z nichz kazdy protind alespon a/k
cest P, ..., P,. Zkontrahujme kazdy z téchto tiseku do vrcholu, a necht
B, je kruznice délky |X N dD| takto vznikla z Bp. Necht G’ je graf
vznikly provedenim této kontrakce u kazdé diry ze X. Pak v G'{B)}
existuje | X N dD| vrcholové disjunktnich cest z X N 9D do B,

. Necht G” je podgraf G’ vznikly odebrdnim vrcholu a hran mezi D a B,
pro kazdou diru D, a rozsitenim této diry tak, aby obsahovala vrcholy
B,. Pak G” spliuje predpoklady Véty 2.



