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Nasim cilem je ukazat, ze existuje-li v grafu G tangle 7 velkého tadu,
pak v ném je i velka r x r mtizka M, jako minor. Navic bychom chtéli, aby
tangle T byla “konzistentni” s tangli odvozené od této miizky. Vrchol miizky
M, v i-tém radku a j-tém sloupci oznacme jako m;;, a fadky a sloupce jako
My and M.

1 Pomocna tvrzeni

Lemma 1. Je-li T strom s A(T) <3 a X C V(T') md velikost alesponi k, pak
eristuje les F CT s X CV(F) tz. kazdd komponenta F' obsahuje alespori k
a nejuyse 3k — 2 vrcholi z X.

Diikaz. Na zacatku polozme F' = T. Z F budeme postupné odebirat hrany
tak, aby vzdy platilo, ze kazda komponenta F' obsahuje alespon k vrcholu z
X.

Jestlize néjakd komponenta C' obsahuje alespon 3k — 1 vrcholu z X,
zakotenme C' v listu a zvolme v € V(C) tak, aby podstrom 7T, pod v ob-
sahoval alespon k vrcholu z X a T, bylo s touto vlastnosti minimalni. Vrchol
v m4 nejvyse dva syny a z minimality T, dostavame | X NV(T,)| < 2k—1, a
tedy | X \ V(T,)| > k. Z F muzeme odebrat hranu mezi v a jeho otcem v C.

Toto opakujeme, dokud neplati podminka, ze kazdd komponenta F' obsa-

huje nejvyse 3k — 2 vrcholu z X. n

Nechf vy, ..., v, jsou hranové disjunktn{ vrcholy grafu H. Rikdme, ze r-
tice (vy,...,v,) je cestoidni v H, jestlize proi = 1,...,7 — 1 v G existuje
cesta z v; to v;11 neobsahujici vy, ..., v, 1, V4o, ..., Up.

Lemma 2. Necht X C V(H) md velikost vétsi nez (r—1)2. Je-li H souvisly,
pak existuje cestoidni r-tice vrcholu z X .



Diikaz. Necht Ty je kostra H a necht T' je minimélni podstrom 7Ty obsahujici
X; kazdy list T tedy lezi v X. Kazda posloupnost listu T je cestoidni v T a
tedy i v H, proto muzeme predpokladat, ze T ma nejvyse r — 1 listu. Zvolme
vrchol v € V(T') libovolné. Strom T je sjednocenim cest z v do listu, a jelikoz
T m4 nejvyse r — 1 listi a | X| > (r — 1)?, existuje takovd cesta P obsahujici
alesponi r vrcholti z X. Pak r-tice vrcholu z V' (P) N X uspofadana dle jejich
poradi na P je cestoidni v T', a protoiv H. O

Lemma 3. Necht H je bipartitni graf s partitami A a B. Necht ¢ > 4b a
|B| > 2b. Je-li |E(H)| > (1 —1/0)|A||B|, pak existuji A" C A a B' C B tz
|A'| > |A|/2, |B'| =b a H[A"U B’ je dplny bipartitni graf.

Diikaz. Graf H obsahuje nejvyse ‘A”Bl < |A”bB| nehran mezi A a B; méné nez

|B|/2 vrcholu z B tedy ma vice nez u nesousedu v A. Jelikoz |B|/2 > b,

existuje b vrcholu z B, které maji nejvyse 5 nesousedﬁ v A. Zvolme si tyto

vrcholy jako B’. Existuje nejvyse b‘ I = |A] / 2 vrcholu v A majicich nesouseda
v B, muzeme tedy z A vybrat alespon |A|/2 vrcholu tplnych k B'. O

2 Konstrukce mrizek

Propojeni je mnozina disjunktnich cest. Necht H a C jsou propojeni. Jestlize
kazda cesta z H protind kazdou cestu z C, pak H a C tvoii sit. Jestlize navic
existuje usporadani C',...,C, cest z C takové, ze pro kazdou cesty H € ‘H
a pro kazdé j < j' jsou vSechny vrcholy C; N H pfed vSemi vrcholy Cy N H
na cesté H, ifkame, Ze sit je usporddand.

Lemma 4. Pro kazdé r existuje n tZ. plati ndsledujici. Je-liH = {Hy, ..., H2_1}
aC={Cy,...,C.} uspordhand sit v grafu G, pak existuji navzdjem rizné
indexy pi,...,pr a model n miizky M, v G tZ. pro1 <1,7 <r protind cesta
H,, podgraf n(mij)~

Diikaz. Proj =1,...,nsijako Fj ozna¢me pomocny graf s vrcholy {1,...,r?—
1}, kde 4" je hrana pravé tehdy, kdyz C; obsahuje podcestu spojujici H; s
H; a neprotinajici zddnou jinou z cest Hy, ..., H,2_;. Graf Fj je souvisly, a
dle Lemma 2 v ném existuje cestoidni r-tice. Jelikoz n > r?, existuje jedna
r-tice W = (pi1,...,p) a mnozina Z obsahujici 7* indexu j takovych, ze W
je cestoidni v Fj. Pak H,,, ..., H, pouzijeme jako fddky miizky, a podcesty
V; pro j € Z ndm dévaji svislé hrany mrizky. O

Necht H je propojeni v grafu G, necht A a B jsou disjunktni podmnoziny
V(G), anecht F je podgraf G. Propojeni H je (A, B)-propojent, jestlize kazda



cesta z H ma zacdtek v A a konec v B. Déle, (A, B)-propojeni H je minimdlni
vuci F'| jestlize pro kazdou hranu e € E(|JH) \ E(F) plati, ze v FUUH —e
neexistuje (A, B)-propojeni velikosti |H|.

Pozorovani 5. Necht Hy je (A, B)-propojeni v G a F je podgraf G. Pak v
G existuje (A, B)-propojeni H wvelikosti |Ho|, které je minimdlni vici F, a

UH C FUHo.

Lemma 6. Necht 2 < p < n jsou prirozend ¢isla a ny > 2pn®. Necht H,
je (A, B)-propojeni v grafu G wvelikosti p a Cy je propojeni v G tz. Hy je
minimdlni vici | JCi. Necht Ho C Hy a Cy C Cy je sit v G, kde |Co| > ny.
Necht Hy € Ho a H = Ho \ {Ho}. Pak existuje C C Cqy velikostin t2. H a C
tvori usporddanou sit.

Diikaz. Muzeme zvolit hrany ey, ..., e, € E(Hy) \ E(|JC1) usporadané dle
jejich poradi na Hy tz. pro i = 1,...,n existuje alespon pn cest z Cy, které
protinaji Hy mezi e;_; a e; a neprotinaji Hy pred e; ;. Jelikoz H; je (A, B)-
minimalni propojeni vuéi |JCy, pro i = 0,...,n existuje z Mengerovy véty
mnozina S; velikosti nejvyse p — 1 tz. S; a e; oddéluji A od B v [JH;UJC;.
Zjevné S; obsahuje jeden vrchol z kazdé cesty Hq \ {Ho}, a proto |S;| = p—1.
Necht S = J;,Si; mdme [S] < (p—1)(n+1) <pn,aprotoproi=1,...,n
existuje cesta C; € Cy disjunktni s S, kterda protind H, mezi e;_; a e; a
neprotind Hy pred e;_;. Pak muzeme polozit C = {C,...,Cy,}; ovéime, ze
sit H,C je uspofddani.

Necht H € H a sg, ..., s, jsou vrcholy SoNH, ..., S, NH. Sta&f ukdzat,
ze C; protina H pouze pred s; a za s;_1. Kdyby C; protnula H pred s;_1,
pak zacatek H — s;_1, usek C; a konec Hy — e;_1 tvori cestu z A do B v
UH1UUCi —e;-1 — Si—1. Kdyby C; protnula H za s;, pak zacatek Hy — e;,
usek C; a konec H — s; tvoii cestuz A do Bv |JH,UJC1 —e; —S;. V obou
pripadech dostavame spor. O

Dusledek 7. Pro kaZdé r existuje c tZ. plati ndsledujici. Necht G je graf,
necht Hi je (A, B)-propojeni v G wvelikosti p > 2r* a Cy je propojeni v G
takové, Ze alespori cp cest z Cy je disjunkini s nejuyse |Hy|/c cestami z Hy.
Jestlize (A, B)-propojeni Hy je minimdlni vuci |JCy, pak existuje (A, B)-
propojeni {Hy, ..., H.} € Hy a model n miizky M, v G tz. pro1 <i,5 <r
protind cesta H; podgraf n(m;;).

Diikaz. Necht n je jako v Lemma 4 a ¢ = 4n?. Dle Lemma 3 lze vybrat
Ho C Hy velikosti 72 a Cy C C; velikosti cp/2 = 2pn? t7. Ho,Cy je sit. Dle
Lemma 6 existuje (A, B)-propojeni H velikosti 7> — 1 a C C Cy velikosti n tZ.
H a C tvoif usporadanou sit. Tvrzeni pak plyne z Lemma 4. O



3 Tangle a linkované mnoziny

Piipomenme, ze rank rk(X) mnoziny vrcholu X vuci tangli 7 tadu 6 je
nejmensi velikost separace (C, D) € T tz. X C V(C), nebo 0 jestlize zadna
takova separace velikosti mensi nez 6 neexistuje; a ze rk definuje matroid.
Mnozina X je svobodnd, jestlize rk(X) = | X|. Z definice matroidu plyne, ze
kazda podmnozina svobodné mnoziny je svobodna.

Lemma 8. Necht T je tangle rddu 0 v grafu G, a necht X a'Y jsou (ne
nutné disjunktni) mnoziny vrcholi v G tZ. Y je svobodnd a v G ezistuje
(X,Y)-propojeni P wvelikosti | X|. Pak rk(X) > | X|/2.

Diikaz. Kdyby rk(X) < |X|/2, pak existuje (C,D) € T velikosti k < | X|/2
tz. X C V(C). Nejvyse k cest z P protind V(CND), a proto alespon | X |—k >
| X|/2 > k vrcholu z Y lezi v C. To je ale spor, jelikoz kazdd podmnozina Y
je svobodna. O]

Necht B je graf. Mnozina X C V(B) je vnéjskové linkovand, jeslize pro
kazdé disjunktni Sy, Sy C X stejné velikosti k existuje v B — (X \ (S1 U S))
k vrcholové disjunktnich cest z S; do Sy. Strom T' je X-konektor, jestlize
A(T) < 3 a kazdy vrchol X patii do 7" a ma stupen nejvyse 2 v T'. Separace
(A, B) je podstavec, jestlize oznac¢ime-li X = V(A N B), pak A obsahuje X-
konektor T" a v kazdé komponenté B — X je vrchol sousedici s listem 7' v
X.

Lemma 9. Necht T je tangle vddu 6 > 2 v grafu G. Pak existuje podstavec
(A,B) eT.

Diikaz. Zjevné G mé komponentu Gy takovou, ze (G — Gy, Gg) € T. Necht
v je libovolny vrchol Gy, A = G — (V(Gy) \ {v}) a B = Gy. Pak (A, B) je
podstavec. O

Necht G je graf a U a W disjunktni podmnoziny jeho vrcholi. Pak jako
G[U, W] oznacme podgraf G s vrcholy UUW a pravé vsemi hranami G, které
maji alespon jeden konec v W.

Lemma 10. Necht T je tangle sudého 7idu 60 > 3 v grafu G a (A, B) je
podstavec spliujici (A, B) € T a |V(AN B)| < 0 takovy, Ze A je mazimdlni.
Oznacime-li X = V(AN B), pak | X| =60 — 1, X je vnéjskové linkovand v B
a rk(X) > 6/2.

Diikaz. Jestlize B — X neni souvisly graf, pak ma pravé jednu komponentu

K tz. oznacime-i A’ = G— K a B' = G[X,V(K)], pak (4, B’) € T. Pak ale
(A’, B') je podstavec a A C A’, coz je ve sporu s maximalitou A. Proto B— X
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je souvisly graf. Obdobné X je nezavisla mnozina v B, tj. A je indukovany
podgraf G.

Necht T je X-konektor v A. Kdyby |X| < 6 —1, necht v je vrchol B — X
ktery sousedi s listem u stromu 7', a necht A’ = G[V (A)U{v}], X’ = XU{v} a
B' = G[X',V(B)\ X']. Zjevne (A’, B') € T. Déle T" = T 4+ uv je X'-konektor
v A’ s listem v, a jelikoz B — X je souvisly graf, kazda komponenta B' — X’
obsahuje souseda vrcholu v. Jelikoz A C A" av € V(A') \ V(A), dostdvame
spor s minimalitou A. Proto | X| =6 — 1.

Kdyby X nebyla vnéjskoveé linkovana v B, pak z Mengerovy véty existuje
separace (C, D) grafu B takovd, ze | X \V(C)| = | X\V(D)| > |[V(CND—-X)|
a B obsahuje (X \ V(C), X \ V(D))-propojeni P velikosti |V (C N D — X)|,
jehoz cesty neprotinaji X N V(C N D). Separace (A U C, D) mé velikost
IX\V(O)+|V(CND)| = |X\V(O)|+|XNnV(CND)|+|V(CND-X)| <
I X\V(O)|+|XNV(CND)|+|X\V(D)| =|X| =6—1, a obdobné separace
(AUD, C) ma velikost mensi nez § — 1. Proto bez Gjmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze (AU C, D) € T. Necht X' = V((AUC) N D) a necht T
je strom v AU C vznikly z T pfipojenim ¢dsti cest P mezi X \ V(D) a
V(CND—X). Pak T" je X'-konektor v AUC' a kazdy vrchol V(C'ND — X)
je jeho list. Navic, jelikoz B — X je souvisly graf, kazdd komponenta D
sousedi s vrcholem V(C'N D — X). Proto (AU C, D) je podstavec, ve sporu
s maximalitou A. Dostavame tedy, ze X je vnéjskové linkovand v B.

Jelikoz (A, B) € T, mame rk(V(B)) = 0, a jelikoz rk definuje matroid,
existuje svobodnd Y C V(B) velikosti 6. Abychom ukézali, ze rk(X) >
0/2, dle Lemma 8 stac¢i najit (X,Y)-propojeni v B velikosti |X|. Kdyby
neexistovalo, dle Mengerovy véty ma nejmensi separace (C, D) grafu B tz.
X CV(C)aY C V(D) velikost k < |X| =6 —1, av B existuje (X,V(CN
D))-propojeni P velikosti k. Separace (AUC, D) grafu G mé stejnou velikost
k. Jelikoz rk(Y') = 0, dostavame (D,AUC) & T, a proto (AUC,D) € T.
Oznatme X' = V(C N D). Jelikoz B — X je souvisly, kazdd komponenta
D —V(C) méa souseda v X"\ X. Proto 7" = T U(J P je X'-konektor v AUC
ukazujici, ze (AU C, D) je podstavec, ve sporu s maximalitou A. ]

4 Hlavni véta

Lemma 11. Pro kaZdé r existuje sudé 0 tZ. plati ndsledugici. Necht (A, B)
je separace G, X = V(AN B) je vnéjskové linkovand v B, v A ezistuje X -
konektor T a X' C X md velikost 0/2. Pak existuje model n mrizky M, v G
takovy, Ze bud’

(a) existuji v B vrcholové disjunktni cesty Hy, ..., H. s obéma konci v X’
tz. n(my;) protind H; pro 1 <i,5 <r, nebo
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(b) n(mi;) obsahuje vrchol X' pro 1 <i,j <r.

Diikaz. Zvolime vhodné 6 > k > ¢ > r, kde k je mocnina c*r%. Dle
Lemma 1 existuje les F C T s alespont 7> komponentami, z nichZ kazda
obsahuje alesponi k vrcholit z X’. Necht F; pro 1 <4 < r? jsou komponenty
F,a X, =V(F;,) N X' Dle vng¢jskové linkovanosti X v B existuje pro kazdé
i < j (Xi, Xj)-propojeni P;; velikosti k v G, kde vnitin{ vrcholy cest nejsou
obsazeny v X. Postupné prochdzime dvojice indexi 1 < i < j < r2, a pro
kazdy z nich provedeme nasledujici: z kazdé mnoziny Py s i'j' > ij zahodime
vSechny cesty az na jednu cr®-tinu (tj. po této operaci |P;;| = cr|Pyji|) a
dle Pozorovani 5 je nahradime takovymi cestami, aby Py bylo minimalni
(X, Xjs)-propojeni vuéi | P;;. Jestlize existuje cesta P,; € P;;, kterd je pro
kazdé i'j" > ij disjunktni s alespon %|P7;/j/| cestami z Py, pak tuto cestu P;;
zafixujeme, z kazdé mnoziny Py ; zahodime vSechny cesty az na jednu c-tinu
tak, aby zbylé cesty byly disjunktni s P;;, a pokracujeme v konstrukei.
Pokud takto zpracujeme vsechny indexy, dostdvame model M, (dokonce
K,2) v G spliyjici podminku (b) pfidénim vybranych cest P;; ke stromum
F;. Jinak pro néjaké ij a pro kazdou cestu P € P;; existuje i'j' > ij tz. P
je disjunktni s méné nez |Py;/|/c cestami z Py . Zafixujme 7’5" takové, ze
P;; obsahuje podmnozinu alespon |P;;|/r* = ¢|Pi;| cest disjunktnich s méné
nez |Pyy|/c cestami z Py . Dle Dusledku 7 existuje v G model M, spliiujic
podminku (a). O

Veéta 12. Pro kazdé r existuje sudé 0 tz. plati ndsledujici. Je-li T tangle
radu 0 v G, pak existuje model n mrizky M, v G tZ. pro kaZdou separaci
(C, D) velikosti mensi nez r plati (C, D) € T prdvé tehdy, kdyz existuge i tz.
n(mi) € D.

Diikaz. Necht (A, B) je podstavec spliujici (A,B) € T a |[V(AN B)| <
0 takovy, ze A je maximdlni (néjaky podstavec v T velikosti mensi nez 6
existuje dle Lemma 9). Polozme X = V(AN B). Dle Lemmat 10 a 11 existuje
model n miizky M, v G spliujici (a) nebo (b) z Lemma 11, kde X’ C X
spliwuje | X'| = rk(X') = 6/2.

Uvazme libovolnou separaci (C, D) € T velikosti mensi nez r. Pak existuje
i tz. n(m;,) je disjunktni s C'N D, a proto bud n(m;) € C — V(D) nebo
n(my) € D — V(C). Pro spor predpokladejme, ze n(m;,) C C — V(D).
Kdyz n splauje (b), dostavame |V (C) N X'| > r. Co kdyby 7 spliovalo (b)?
Existuje j tz. n(my;) je disjunktni s C'N D, a protoze n(m;,) protind n(m.;),
dostavame n(m,;) € C—V(D). Specidlné pro kazdé ¢’ je n(my;) € C\V (D),
a tedy H; obsahuje vrchol C'— V(D). Pocet koncu H;y v D — V(C) je tedy
mensi nebo roven poétu prusec¢iku Hy s V(C' N D), a jelikoz pro 1 < i’ <r
oba konce H; lezi v X', dostavame opét |[V(C)NX'| > 2r—|V(CND)| > r.
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Nicméneé | X'| = rk(X’), a proto tk(V(C) N X') = |[V(C) N X'| > r je vets
nez velikost (C, D), coz je spor.

Naopak, necht (C, D) je separace velikosti mensi nez r a n(m;,) C D. Pro
spor predpoklddejme, ze (C, D) ¢ T, a proto (D,C) € T. Dle predchoziho
odstavce existuje @' tz. n(myseer) C C. Pak ale n(my;) protind C'i D pro
kazdé j, ve sporu s |V(C' N D)| <. O



