
1. Ukažte, že pro každé β > 0 existuje γ > 0 tž. plat́ı následuj́ıćı. Necht’ G
je graf na n vrcholech bez trojúhelńık̊u. Jestliže G má alespoň (1/4 −
γ)n2 hran, pak existuje X ⊆ E(G) velikosti nejvýše βn2 tž. G −X je
bipartitńı.

2. Ukažte, že pro každé β > 0 a pro každý graf H barevnosti 3 existuj́ı
γ > 0 a n0 tž. plat́ı následuj́ıćı. Necht’ G je graf na n ≥ n0 vrcholech
neobsahuj́ıćı H jako podgraf. Jestliže G má alespoň (1/4− γ)n2 hran,
pak existuje X ⊆ E(G) velikosti nejvýše βn2 tž. G−X je bipartitńı.

3. Ř́ıkáme, že grafH má aranžovanost nejvýše a, jestliže existuje uspořádáńı
v1, . . . , vm takové, že pro každé i existuje nejvýše a index̊u j < i tž. pro
nějaké k > i plat́ı vjvk, vivk ∈ E(H). Ukažte, že má-li H aranžovanost
nejvýše a, pak má barevnost nejvýše a+ 2.

4. Necht’ H je rovinný graf a S je množina jeho vrchol̊u taková, že každý
vrchol V (H) \S má nejvýše 12 soused̊u v S. Ukažte, že existuje vrchol
v ∈ S, který má nejvýše 12 soused̊u v S a pro který existuje nejvýše
200 vrcholově disjunktńıch cest délky nejvýše 2 z v do S \ {v}.

5. Ukažte, že pro každý rovinný graf existuje uspořádáńı v1, . . . , vm jeho
vrchol̊u tž. pro každé i má vi nejvýše 12 soused̊u v {v1, . . . , vi−1} a
existuje z něj nejvýše 200 vrcholově disjunktńıch cest délky nejvýše 2
do {v1, . . . , vi−1}.

6. Ukažte, že každý rovinný graf má aranžovanost nejvýše 2400.

7. Necht’ v1, . . . , vm je uspořádáńı vrchol̊uH ukazuj́ıćı, žeH má aranžovanost
nejvýše a. Necht’ Li(v) označuje množinu soused̊u vj vrcholu v takových,
že vj < i. Uvažme všechny množiny Li(vk) tž. vivk ∈ E(H) a k > i.
Dokažte, že takových navzájem r̊uzných množin je nejvýše 2a.

8. Ukažte, že pro každé a a reálné č́ıslo d > 0 existuj́ı α > 0 a ε > 0 tak,
že plat́ı následuj́ıćı. Necht’ H je graf aranžovanosti nejvýše a. Necht’ A1,
. . . , Aa+2 jsou navzájem disjunktńı podmnožiny vrchol̊u nějakého grafu
G takové, že n := |A1| = . . . = |Aa+2| a (Ai, Aj) je ε-regulárńı pár s
d(Ai, Aj) ≥ d pro každé i 6= j. Jestliže |H| ≤ αn, pak H ⊆ G.

9. Ukažte, že pro každé a existuje c tž. pro každý graf H aranžovanosti
nejvýše a je Ramseyovo č́ıslo H nejvýše c|H|.
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