
1. Zformulujte a dokažte variantu Removal lemma pro K4.

2. Dokažte následuj́ıćı ześıleńı Erdős-Stoneovy věty: Necht’ H je graf ba-
revnosti c ≥ 2. Pro každé β > 0 existuje γ > 0 takové, že každý graf
G s n vrcholy a alespoň

(
1− 1

c−1 + β
)

n2

2
hranami obsahuje alespoň

γn|V (H)| podgraf̊u isomorfńıch H.

3. Ukažte, že pro každé p > 0 existuj́ı c, ε > 0 takové, že plat́ı následuj́ıćı.
Necht’ G je graf a (A,B) je ε-regulárńı pár v G. Necht’ |A| = |B| = n
a d(A,B) ≥ p, a A′ ⊆ A a B′ ⊆ B jsou podmnožiny tž. |A′| = |B′| ≥
(1 − ε)n, každý vrchol A′ má alespoň (p − 2ε)n soused̊u v B′ a každý
vrchol B′ má alespoň (p− 2ε)n soused̊u v A′. Pak bipartitńı podgraf G
s partitami A′ a B′ obsahuje alespoň cn navzájem hranově disjunktńıch
perfektńıch párováńı.

4. Dokažte následuj́ıćı: pro každé α > 0 existuj́ı c, n0 > 0 takové, že každý
graf G s n ≥ n0 vrcholy a alespoň αn2 hranami obsahuje dcne-regulárńı
bipartitńı graf jako podgraf.

5. Necht’ 0 ≤ p ≤ 1 je reálné č́ıslo. Ukažte, že jsou-li A1, . . . , A4 dis-
junktńı podmnožiny vrchol̊u nějakého grafu G stejné velikosti n, páry
(Ai, Aj) jsou ε-regulárńı pro 1 ≤ i < j ≤ 4, d(Ai, Aj) ≥ p pro (i, j) ∈
{(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)} a d(Ai, Aj) ≤ p pro (i, j) ∈ {(1, 3), (2, 4)},
pak G obsahuje alespoň p4(1− p)2n4 − 100εn4 indukovaných 4-cykl̊u.

6. Ukažte, že pro každé β > 0 existuj́ı δ, ε > 0 tž. plat́ı následuj́ıćı.
Necht’ (A,B) je ε-regulárńı pár v nějakém grafu G, |A| = |B| = n,
|E(G[A])| ≤ |E(G[B])| a bud’ |E(G[A])| ≥ βn2 nebo |E(G[B])| ≤
(1/2 − β)n2. Jestliže β ≤ d(A,B) ≤ 1 − β, pak G obsahuje alespoň
δn4 − 2n3 indukovaných 4-cykl̊u (hint: může se hodit aplikovat Regu-
larity lemma na grafy G[A] a G[B]).

7. Dokažte následuj́ıćı variantu Removal lemma pro indukované C4: Pro
každé 0 < α ≤ 1 existuj́ı β > 0 a n0 takové, že každý graf G s n ≥ n0

vrcholy bud’ obsahuje alespoň βn4 indukovaných 4-cykl̊u, nebo ho lze
pozměnit přidáńım a odebráńım nejvýše αn2 hran tž. výsledný graf
neobsahuje indukovaný 4-cyklus.
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