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1 Seznamova barevnost uplnych bipartitnich
grafa

Hypergraf je (slabé) k-obarvitelny, jestlize existuje jeho obarveni k barvami
neobsahujici monochromatickou hranu. Necht M (s) oznacuje nejmens{ pocet
hran s-uniformniho hypergrafu, ktery neni k-obarvitelny.

Lemma 1.

2571 < My(s) = O(s%2°)

Diikaz. Uvazme nahodny s-uniformni hypergraf na n = s? + 2s vrcholech,
kde kazda s-tice tvorf hranu nahodné nezavisle s pravdépodobnosti p = - 7.

Uvazme libovolné 2-obarveni ¢ vrcholu, ptifazujici ¢t vrcholum hodnotu 1a
n — t vrcholuim hodnotu 0. Pak pravdépodobnost, ze ¢ je dobré obarveni, je

n/2

t n/2) S e,p< / ) _ e—n

(1-p) ) < 1 - py( ,
a tedy s pravdépodobnosti (2/e)™ — 0 vysledny hypergraf nem4 2-obarveni.
Dle Markovovy nerovnosti méa s pravdépodobnosti alespon 1/2 nejvyse 2p (Z) =
O(s?2°) hran.

Naopak, ma-li s-uniformni hypergraf m hran, pak stfedni hodnota poctu
monochromatickych hran v ndhodném 2-obarvent je 5i%;. Je-lim < 2571 pak
tedy hypergraf ma néjaké dobré 2-obarveni. n

Véta 2. Kazdy bipartitnd graf G s méné nez Ms(s) vrcholy je s-vybiravy.

Diikaz. Necht L je prifazeni seznamu délky s vrcholim G. Uvazme hyper-
graf, jehoz hrany jsou s-tice L(v) pro v € V(G). Dle definice Ms(s) je tento
hypergraf 2-obarvitelny, barvy tedy muzeme rozdélit do mnozin A a B tz.
L(v)NA#0a L(v)N B #( pro kazdé v € V(G). Vrcholy v jedné z partit
obarvime barvami z A, vrcholy ve druhé partité barvami z B. ]
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Véta 3. Jestlize n > Ms(s), pak K, neni s-vybiravyj.

Diikaz. Necht H je s-uniformni hypergraf s hranami ey, ..., e,, ktery neni
2-obarvitelny. Necht a; a b; pro i = 1,...,n jsou vrcholy K, , v ruznych
partitach. Polozme L(a;) = L(b;) = ¢; pro i = 1,...,n. Kdyby K, , mél L-
obarveni ¢, polozme A = {p(a;):i=1,....,n} a B={p(b;):i=1,...,n}.
Mnoziny A a B jsou disjunktni a protinaji kazdou z hran H, davaly by tedy
dobré 2-obarveni H, coz je spor. O]

2 Seznamova barevnost grafti velkého mini-
malniho stupné

Lemma 4. Graf G minimdlniho stupné 0 obsahuje bipartitni podgraf G
minimdlniho stupné alespon §/2 tz. V(Gy) = V(G).

Diikaz. Necht A, B je rozklad V(G) na dvé ¢dsti takovy, ze pocet hran s
jednim koncem v A a druhym v B je maximélni. Pak kazdy vrchol v € V(G)
mé alespon deg(v)/2 sousedu v opa¢né ¢ésti. ]

Veéta 5. Md-li graf G minimdlni stupen alespon d = 2(1’24) log [2(":)], pak

seznamova barevnost G je vétsi nez k.

Diikaz. Dle Lemma 4 méa G bipartitni podgraf G; minimélniho stupné ale-
spoii d/2 tz. V(G;) = V(G). Necht A a B jsou partity Gy a |A| > |B|.
Polozme s = k* a C = {1,...,s}. Vrcholum G; budeme prifazovat jako
seznamy k-prvkové podmnoziny C'

Nejprve uréime seznamy vrcholt v B. Pro v € B, necht X, je k-prvkové
podmnozina C, zvolend uniformné a nezavisle. Vrchol u € A je univerzdlni
vuci X, jestlize pro kazdou k-prvkovou podmnozinu P C C' existuje uv €
E(Gy) tz. X, = P. Pravdépodobnost, ze u neni univerzalni, je nejvyse

D) =O-a) v

Stredni hodnota poctu vrcholi A, které jsou univerzalni vuéi X, je tedy
alespon |A|/2 > |B|/2.

Existuje tedy pftitazeni k-prvkovych podmnozin L, C C vrcholim v € B
takové, ze alespon |B|/2 vrcholu z A je univerzalnich vuéi L. Seznamy L, € C
velikosti k& pro vrcholy u € A nyni zvolime uniformné a nezavisle.

Uvazujme libovolné obarveni ¢ mnoziny B ze seznamu L. Je-li u € A
univerzalni, pak na jeho okoli ¢ pouziva barvu z kazdé k-prvkové podmnoziny
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C, a tedy na jeho okoli pouziva alespon s—k+1 barev. Obarveni ¢ lze rozsitit
na u pouze tehdy, kdyz L, obsahuje alesponn jednu z nejvyse k — 1 barev,
které se nevyskytuji na okoli u. Pravdépodobnost, ze to nastane, je nejvyse

s—1
(k-1 (k:—l) k?
— 7 <
(2) 5
a tedy pravdépodobnost, ze ¢ lze rozsitit na vSechny vrcholy A, je méné nez
( K2 ) |B|/2

Moznych voleb ¢ je kPl a tedy pravdépodobnost, ze alespon jedno z
téchto obarveni lze rozsitit, je méné nez

2\ 1Bl/2 4\ |1Bl/2
()7
S S

Proto existuje volba seznamu L, C C velikosti k£ pro vrcholy u € A takova,
ze zadné L-obarveni B nejde rozsifit na A, a tedy G (a tim spiSe G) neni
L-obarvitelny. O

Diusledek 6. Necht d je nejmensi celé éislo takové, Ze kazdy podgraf G md
vrchol stupné nejvyse d. Pak

logd
Q| ———— | < (G <d~+1.
(1oglogd> <x(@) <d+

3 Nezavislé mnoziny v grafech bez trojihelniku

Véta 7. Necht G je graf mazimdlniho stupné A s n vrcholy. Jestlize G
neobsahuje trojuhelnik, pak

log, A
>
(G) 2 T6A

n.

Diikaz. Zvolme nezéavislou mnozinu W v G uniformné. Necht v je libovolny
vrchol G a Z je libovolnd nezdvisld mnozina v.G — N[v]. Necht & < A
je pocet vrcholu v N(v), které nemaji souseda v Z. Povsimnéme si, ze
N(v) je nezavisld mnozina v G. Podminénd pravdépodobnost, ze v € W,
za predpokladu, ze W\ N[v] = Z, je 2k_1+1 Stiedni hodnota poc¢tu vrcholu W
v N (v) za stejného predpokladu je ’;i]:f Necht X, = [v € W]+ |N(v)NW]|.
Pak stfedni hodnota X, za predpokladu, ze W\ N[v] = Z, je

1 1 k2Rt 1 k log, A
T TN T2t A2 .
28+1 0 A 241 T 261 4A 8A
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Jelikoz tento odhad plati pro kazdé Z, nepodminéna stredni hodnota X, je

také alespon 1°§2AA, a stiedn{ hodnota >, i) Xy je alespoil logiAn.
Nicméné,
1
> X, =W+ X > IN@) N W] < 2w,
veV(Q) veV(G)
a proto stiedni hodnota |[W| je alespon lolgb?AAn. O

Disledek 8. Graf G bez trojuhelniki na n vrcholech md nezdvislou mnozZinu
velikosti Q(y/nlogn). Ramseyovo ¢islo R(3,m) je tedy O( m’ ).

logm

Dikaz. Jestlize A(G) = Q(y/nlogn), pak okoli vrcholu nejvyssiho stupné
je nezavisld mnozina velikosti Q(y/nlogn). Jestlize A(G) = O(yv/nlogn),
tvrzeni plyne z Véty 7. [l

4 Barveni grafu bez trojuhelniku

Funkce f : A" — R ma reakci na zménu nejvyse c, jestlize pro kazdé ¥ a v/,
které se lisi pouze v jedné soutadnici, plati | f(Z) — f(¥)| < e

Véta 9. Necht X1, ..., X, jsou ndhodné proménné s oborem hodnot A a
necht f: A" — R md reakci na zménu nejvyjse c. Pak

2

Pr{|f(X1,..., Xo) = E[f(X1, ..., X,)]| > ] < 2”370,

Funkce f : A — R ma r-certifikaty, jestlize pro kazdé ¥ tz. f(¥) > s
existuje nejvyse rs souradnic I tak, ze shoduje-li se ¢/ s ¥ na soutradnicich I,

pak f(y) > s.

Véta 10 (Talagrandova nerovnost). Necht Xy, ..., X,, jsou ndhodné proménné
s oborem hodnot A a necht f : A™ — R md reakci na zménu nejvyse ¢ a r-
certifikdty. Necht E = E[f(Xy,...,X,)]. Pak pro 0 <t < E plat{

t2
PTUf(Xh---,Xn) — E| > t—|—6OC\/7’E} < de 8ZE .

Véta 11. Fuistuje A tak, Ze kaZdy graf G mazimdlniho stupné A > Aq bez
trojuhelniki md barevnost nejvyse (1 — ﬁ)A

Diikaz. BUNO G je A-regulérni (jinak ho zanofime do A-regularniho grafu
bez trojuhelniku). Prifad me kazdému vrcholu ndhodné jednu z C' = |A/2]
barev uniformné nezavisle. Nasledné odbarvéme vsechny vrcholy, které maji
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pritazenu barvu shodnou s barvou néjakého souseda. Ukazeme, Ze s nenulo-
vou pravdépodobnosti pro kazdy vrchol v existuje alespon %—H barev, které
jsou na okoli v pouzity alespon dvakrat. Proto muzeme G hladové dobarvit
(1 — ﬁ)A barvami.

Necht X, je poéet barev, které byly ptifazeny alesponi dvéma sousediim v,
a ani z jednoho souseda nebyly odbarveny. Necht A, je jev, ze X, < % + 1.
Nize ukdzeme, ze Pr(A,) < —xz. Jelikoz A, muze byt ovlivnéno jevy A,, pouze
pro w ve vzdalenosti nejvyse 4 od v, a pocet takovych vrcholu w je mensi
nez A*, z Lovészova lokalniho lemmatu pak bude plynout, Ze s nenulovou
pravdépodobnosti zadny jev A, nenastava.

Abychom ukézali Pr(A,) < —z, budeme dokazovat ndsledujici dvé ne-
rovnosti.

E[X,] > ei‘ﬁ —1 (1)
Pr[|X, — E[X,]| > VAlog A] < N (2)

7 nich pozadované tvrzeni zjevné plyne, jelikoz 2 + vVAlog A < %.

Pro dukaz (1) odhadujme pocet barev, které jsou pritazeny presné dvéma
vrcholum u, w € N(v) a ndsledné nejsou odbarveny. To nastane, kdyz néjaka
barva « je ptifazena u a w a zddnému dalsimu vrcholu v N(u) UN (v) UN (w)
— téchto vrcholu je nejvyse 3A — 3 < 6C. Pravdépodobnost, Zze to nastane
pro zvolené u, w a « je alespon é (1 — %)60, a voleb u, w a a je C’@).
Dostavame tedy

A\ 1 1\ A-1 4 A
X. | > — - — > - — — — 1.
Bl _C<2)02 (1 C) Y (1 0) > w1

Pro dukaz (2) rozepisme X, = T, — R, kde T, je pocet barev, které
byly prifazeny alespon dvéma sousedum v, a R, je pocet barev, které byly
prifazeny alespon dvéma sousedium v a na alespon jeden z nich byl odbarven.
Staci tedy ukazat, ze T, a R, jsou obé koncentrovany kolem své stiedni
hodnoty.

Proménna T, zalezi pouze na barvach A sousedu v a zména barvy jednoho
z nich zméni T, nejvyse o 2. Z Véty 9 tedy dostavame Pr[|T, — E[T,]| > t] <

26_%. Proménna R, zalezi na barvach vrcholu ve vzdalenosti nejvyse 2 od
v a opét zména barvy jednoho z téchto vrcholu zméni R, nejvyse o 2. Navic
ma R, 3-certifikdty: pro kazdou barvu « zapocitanou do R, staci mit dva
sousedy v obarvené « a dalsiho souseda jednoho z nich obarveného a. Jelikoz

E[R,) < C < A, z Véty 10 méme Pr[|R, — E[R,]| > ¢ +120V/3A] < dets.

Dosazenim t = \/TZ log A do téchto dvou nerovnosti dostaneme (2). O



