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Necht e(G) je pocet hran grafu G a n(G) je pocet jeho vrcholi. Definujme
p(G) = 3e(G) — dn(G).

Povsimnéme si, ze p(K;) = =5, p(K3) = —7 a p(K3) = —6, a proto p(G) <
—7 pro kazdy graf G s nejvyse tfemi vrcholy ruzny od K; a Ksj.

Veéta 1. Kazdy 4-kriticky graf G spliuje p(G) > —2, a tedy

-2
e(G) > M
3
Graf G je protipriklad, jestlize G je 4-kriticky a p(G) < —3. Graf G je
minimdlni protipriklad, jestlize G je protipriklad a zadny graf G’ tz. n(G’) <
n(G) nebo n(G’) = n(G) a e(G') < e(G) neni protipriklad.

Lemma 2. Necht G je minimdlni protipriklad a S C V(G) md velikost
alespori 4. Necht ¢ : S — {1,2,3} je dobré 3-obarveni G[S]. Pak existuje
G’ C G takovy, ze G[S] € G' a p(G') > p(G[Y]) + 3. Nawvic, jestlize p(G') =
p(G[S)) + 3 and G' = G, pak ¢ pritazuje stejnou barvu vsem vrcholum v S,
které magi souseda ve V(G) \ S.

Diikaz. Necht G, je graf ziskany z G piidanim trojthelniku T = z 2573 a
zidentifikovdnim vSech vrcholi ve ¢=1(i) s z; pro i = 1,2, 3. Zjevné graf G
neni 3-obarvitelny, jinak bychom mohli obarvit G tfemi barvami. Existuje
tedy 4-kriticky graf Go C Gy. Jelikoz G je 4-kriticky a n(Gy) < n(G), Gy
neni podgraf G, a proto T := T'NGy je neprazdny. Necht G’ je graf vznikly z
(5 dekontrahovanim 7" a pfidanim G[S], tedy V(G') = (V(G2) \V(T"))U S
a E(G") = (E(G2) \ E(T")) U E(G]S]). Zfejmé

p(G") = p(Ga) — p(T") + p(G[S]).



Jelikoz G je 4-kriticky a n(Gz) < n(G), minimalita G implikuje, ze p(G2) >
—2. Déle T" je neprazdny podgraf trojuhelnika, a proto p(T") < —5 jestlize
T' = K; a p(T") < —6 jinak. Vyvodime tedy

p(G') > p(H) + 3.

Plati-li p(G’) = p(H) + 3, pak T" = K3; bez 4jmy na obecnosti V(T") = ;.
Jestlize navic G = G, pak G5 obsahuje vSechny hrany mezi S a V(G)\ S, a
vSechny jejich konce v .S tedy maji barvu 1. n

Lemma 3. Necht G je minimdini protipriklad a H C G. Pak
o p(H) < -3 jestlize H=G
e p(H) = =5 jestlize H = K,
e p(H) < —6 jestlize nenastdvd ani jedna z téchto moznosti.

Diikaz. Tvrzeni je trivialni, jestlize H = G nebo |V(H)| < 3.

Necht tedy |V(H)| > 4 a H # G. Zvolme podgraf s témito vlastnostmi
takovy, ze p(H) je maximélni. Jestlize H neni indukovany podgraf, pak exis-
tuje hrana e € E(G) \ E(H) s obéma konci ve V(H) a p(H +¢) > p(H);
z maximality p(H) plyne, ze H + e = G, pak ale p(H) = p(G) — 3 < —6.
Muzeme tedy predpokladat, ze H je indukovany podgraf G.

Jelikoz H C G a G je 4-kriticky, existuje dobré obarveni ¢ : V(H) —
{1,2,3} grafu H tfemi barvami. Podle Lemma 2 existuje G’ C G takové, ze
H C G ap(G") > p(H)+3. Nicméné, H je vlastni podgraf G s alespon 4-mi
vrcholy takovy, ze p(H) je maximalni. Proto G' = G a p(H) < p(G') —3 =
p(G) — 3 < —6. O

Dusledek 4. Je-li H podgraf G a n(H) < n(G) nebo e(H) < e(G) — 2, pak
pro libovolné dva vrcholy u,v € V(H) ezistuje dobré 3-obarveni grafu H +uv.

Diikaz. Kdyby takové 3-obarveni neexistovalo, pak H + uv ma 4-kriticky
podgraf H', kde bud n(H') < n(G), nebo n(H') = n(G) a e(H') < e(G).
Z minimality G dostavame p(H') > —2, a proto p(H' — uv) > —5. Jelikoz
H' — uv # Ky, dostavame spor s Lemma 3. m

Pozorovani 5. Je-li G k-kriticky pro k > 1, pak G je 2-souvisly.
Lemma 6. Necht G je minimdlni protipriklad a H C G. Pak

e p(H) < -3 jestlize H =G

o p(H) = —5 jestlize H = K,



e p(H) = —6 jestlize H = K3
e p(H) < —6 jestlize H = G — e pro néjakou hranu e
o p(H) < —T7 jestlize nenastdvd ani jedna z téchto moznosti.

Diikaz. Tvrzeni je trividlni, jestlize H = G nebo |V (H)| < 3. Je-li H = G —e,
pak p(H) < p(G) — 3 < 6.

Necht tedy |V(H)| > 4, H # G a H # G — e. Zvolme podgraf s
témito vlastnostmi takovy, ze p(H) je maximdlni. Jestlize H neni induko-
vany podgraf, pak existuje hrana ¢/ € E(G) \ E(H) s obéma konci ve V(H)
ap(H+¢e) > p(H); zmaximality p(H) plyne, ze H+ ¢ = G — e pro néjakou
hranu e, pak ale p(H) = p(G) — 6 < —7. Muzeme tedy predpokladat, ze H
je indukovany podgraf G.

Jelikoz G je 2-souvisly, existuji alespon dva ruzné vrcholy u,v € V(H),
které maji souseda v V(G) \ V(H); oznacme si jako e, a e, hrany sousedici
s u a v takové, ze jejich druhé konce jsou v V(G) \ V(H). Dle Corollary 4
existuje dobré obarveni ¢ : V(H) — {1,2,3} grafu H + wv tfemi barvami.
Podle Lemma 2 existuje G’ C G takové, ze H C G’ a p(G') > p(H) + 3.

Nicméné, H je podgraf G (s alespon 4-mi vrcholy) ruzny od G a G — e
takovy, ze p(H) je maximélni. Proto G’ = G — e nebo G' = G. Jestlize
G' =G —e, pak p(H) < p(G') =3 < p(G) — 6 < —T7. Zbyva tedy uvazit
piipad G’ = G. Dle volby ¢ nemaji viechny vrcholy z V(H) se sousedy v
V(G)\ V(H) stejnou barvu. Corollary 4 tedy implikuje, ze p(G’) > p(H)+4,
a proto p(H) < p(G') —4=p(G) —4 < —T. O

Pozorovani 7. Je-li G k-kriticky pro k > 1, pak 6(G) > k — 1.

Lemma 8. Je-li G minimdlni protipriklad, pak Zddny trojihelnik v G neob-
sahuje dva vrcholy stupné 3.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze T' = vivou3 je trojuhelnik v G takovy,
7e v a vy maji stupen 3. Necht x; a x5 jsou sousedi v; a vo mimo 7.

Jestlize x1 = 9, pak uvazme podgraf H grafu GG indukovany vrcholy vy,
U9, v3 a x1. Mame e(H) > 5 a n(H) = 4, a proto p(H) > —5. Z Lemma 6
plyne, ze H = G, a jelikoz §(G) > 3, dostavame G = K. Pak ale p(G) = =2,
COZ je spor.

Proto 1 # x5. Necht Gy = G — {v1,v2} + x125. Dle Corollary 4 existuje
3-obarveni ¢ grafu GG;. Pak ale existuje i 3-obarveni G: jestlize ¢(x1) = ¢(v3)
nebo ¢(x2) = ¢(vs), pak obarvéme vrcholy vy a ve hladové. Jinak polozme
o(v1) = @(x2) a p(ve) = p(x1), coz lze, jelikoz @(x1) # p(xs) diky hrane
x122. To je spor. O



Lemma 9. Necht G je minimdlnd protipriklad. Jestlize uv € E(G) a deg(u) =
deg(v) = 3, pak u je obsazen v trojuhelniku.

Diikaz. Necht x; a w5 jsou sousedi u ruzni od v. Pro spor predpokddejme,
ze 1119 € E(G). Necht G je graf ziskany z G — {u, v} zidentifikovanim x; a
x5 do jednoho vrcholu z. Pak G; neni 3-obarvitelny, jelikoz kazdé 3-obarveni
(G1 1ze rozsitit na 3-obarveni GG. Proto GGy ma 4-kriticky podgraf G,. Jelikoz
Gy € G, vrchol z je obsazen v Go. Z minimality G mame p(Gs) > —2.
Necht G5 je graf ziskany z Gy dekontrakei z a priddnim cesty z uz,. Mdme
p(Gs) = p(Gy) — 4 > —6. Zjevné G3 mé alespon 6 vrcholu, z Lemma 6 proto
dostdvame G3 = G nebo G5 = G — e. To je ale spor, jelikoz v € V(G3). O

Disledek 10. Je-li G minimalni protipriklad, pak kazdy vrchol stupné 3 md
alespon dva sousedy stupné alespon 4.

Diikaz. Necht u je vrchol stupné 3 se sousedy vy, v a v3. Jestlize napiiklad v,
mé stupen 3, pak dle Lemmat 9 a 8 vyvodime, ze vov3 € E(G) adeg(vs), deg(vs) >
4. m

Diikaz Véty 1. Pro spor predpoklddejme, ze existuje 4-kriticky graf G s p(G) <
—3. Zvolme takovy graf G' s nejmensim poc¢tem vrcholi a hran, takze G je
minimalni protiptiklad. Dejme kazdé hrané 3 jednotky néboje, celkovy naboj
je tedy 3e(G). Uvazme hranu uv, kde bez ijmy na obecnosti deg(u) < deg(v):

o Jestlize deg(u) = deg(v) = 3, pak uv posle 3/2 vrcholum u a v.

o Jestlize deg(u) = 3 a deg(v) > 3, pak uv posle 7/4 vrcholu u a 5/4
vrcholu v.

o Jestlize deg(u),deg(v) > 3, pak uv posle 5/4 vrcholum u a v.

Vysledny naboj kazdé hrany je nezaporny. Je-li u vrchol stupné d > 4, pak
jeho vysledny néboj je gd > 5. Je-li u vrchol stupné 3, pak u dostane 7/4
z alespon dvou sousedu (Corollary 10) a alespon 3/2 z tfetiho souseda, a
proto jeho vysledny naboj je alespon 2 - % + % = 5. Celkovy vysledny néboj
je tedy alespon 5n(G). Jelikoz ndboj se nikde neztréci ani nevznikd, mame
3e(G) > 5n(G), a proto p(G) > 0. To je spor. O



