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Př́ıklad 1: Porovnejte následuj́ıćı výrazy pro velká n:

2n,
(
2n
n

)
,
(
2n
2

)
,
∑n
k=1 k!, nn, log(n)n, nlog(n)

Př́ıklad 2: Spoč́ıtejte přibližně
(
n
k

)
pomoćı Stirlingovy formule. Porovnejte se

skutečnou hodnotou pro n = 2k a pro k = 2.

Notes: Prvńı př́ıpad je o konstantu menš́ı než odhad z přednášky, 1√
2π

22k

Druhý př́ıpad po zjednodušeńı√
n

4π(n− 2)

nn

4(n− 2)n−2

Použit́ım limity lim(1 + 2/x)x = e2 na pravý výraz

e2

8

√
n

n− 2
n2

kde prvńı dva výrazy jsou zhruba 1.

Př́ıklad 3: V řadě je n skř́ınek a v každé je uzamčen právě jeden kĺıč (kĺıče
jsou náhodně zamı́chány), přičemž skř́ınku č́ıslo 1 umı́me odemknout záložńım
kĺıčem. Jaká je pravděpodobnost, že použ́ıváńım nově źıskaných kĺıč̊u postpně
odemkneme všechny skř́ınky?

Notes: V každém kroku buď najdeme kĺıč od ještě neotevřené skř́ıňky, nebo
kĺıč 1. Po otevřeńı k skř́ıněk zbývá n− k kĺıč̊u. Všechny jevy jsou nezávislé.
Výpočet pravděpodobnosti, že nenaraźıme na kĺıč 1 je teleskopicný produkt:

n∏
k=0

n− k − 1

n− k
=

1

n

Př́ıklad 4: Odhadněte
(
2k+1
k

)
pomoćı

(
2k
k

)
z obou stran. (Bude se hodit použ́ıt

Pascal̊uv trojúhelńık.)

Notes:
(
2k+1
k

)
=
(

2k
k−1
)

+
(
2k
k

)
kde

(
2k
k

)
je větš́ı.(

2k+1
k

)
je sevřen mezi

(
2k
k

)
a dvojnásobkem.

Př́ıklad 5: Odhadněte zespoda sumu

n∑
k=1

1√
k

Bude se hodit následuj́ıćı trik: 1√
k
> 2√

k+
√
k+1

Notes: Hlavńı myšlenka je proměnit sumu na teleskopickou. Na členy sumy
použijeme trik, a zpracujeme jmenovatele rozd́ılem čtverc̊u. Dostáváme teleskopickou
sumu a výsledek 2

√
(n+ 1)− 2

Př́ıklad 6: Uvažme náhodnou procházku v Z2. Spoč́ıtejte středńı hodnotu
počtu návrat̊u do počátku. Jaká je pravděpodobnost navšt́ıveńı jiné fixńı poz-
ice?
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Notes: V 1D je počet 2n-krokových procházek navracej́ıćıch se do počátku(
2n
n

)
z celkových 22n.

Ve 2D můžeme dle specifikace zadáńı interpretovat 2n-krokové diagonálńı procházky
jako 4n-krokové, kde se stř́ıdaj́ı vždy jeden vertikálńı a jeden horizontálńı krok.

Počet procházek navracej́ıćıch se do počátku je
(
2n
n

)2
z celkového počtu 24n.

Odhad prostředńıho kombinačńıho č́ısla dává hodnotu přibližně 22n/
√
n (až na

faktor mezi 1/2 a 1/
√

2). Sumou přes n máme harmonickou řadu , která jde do
nekonečna.

Př́ıklad 7: Najděte rekurentńı zápisy pro:

• Počet čárových kód̊u délky n. Za čárový kód považujeme kombinaci pr̊uh̊u
š́ı̌rky 1 a 2 (alternuj́ıćıch barev, pro účel této úlohy bez daľśıch omezeńı)

• Počet zp̊usob̊u vydlážděńı plochy 2× n dlaždicemi 1× 2

• Počet čárových kód̊u délky n, pokud nav́ıc požadujeme, aby zač́ınal i končil
černým pruhem.

• Počet zp̊usob̊u vydlážděńı plochy 3× n dlaždicemi 1× 2

Notes: Prvńı dvě rekurence jsou Fibonacciho č́ısla.
Třet́ı rekurence vycháźı jako an = an − 4 + 2an − 3 + an − 1. Rekurence se
odvod́ı rozborem př́ıpad̊u podle zafixováńı š́ı̌rky prvńıho a posledńıho pruhu (a
obráceńım barev ostatńıch pruh̊u).
Hlavńı myšlenka čtvrté rekrence je unkátně rozdělit každé vydlážděńı na dvě
části podle nejlevěǰśı hrany vedoućı odshora až dol̊u. Stač́ı vypozorovat, že pro
každou celkovou š́ı̌rku n = 2k existuj́ı právě dva zp̊usoby jak vydláždit prochu
3×2k bez takové hrany, kromě š́ı̌rkek 2 a 0 kde počet možnost́ı je 1. Dostáváme
rekurenci pro sudé hodnoty n: an = n+ an−2 + 2an−4 + 2an−6 + · · ·+ 2a2
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