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Ramsey a grafy

Př́ıklad 1: Barv́ıme dvěma barvami hrany úplného grafu na N vrcholech.
Rozhodněte, zda pro dostatečně velké N dostaneme následuj́ıćı jednobarevné
struktury:

• úplný graf na k vrcholech obsahuj́ıćı fixńı vrchol v

• úplný graf na k vrcholech, včetně smyček

• alespoň n disjunktńıch úplných graf̊u na k vrcholech

Př́ıklad 2: Rozhodněte, zda pro dostatečně velké N pro každý graf G na
alespoň N vrcholech plat́ı:

• Kk,k je podgraf G nebo Kk,k je podgraf doplňku G

• Kk,k je podgraf G nebo doplněk Kk,k je podgraf G

Př́ıklad 3: Mějme úplný bipartitńı graf Kn,n a uvažme barveńı jeho hran
dvěma barvami.
Ukažte, že pro n = 4 existuje obarveńı bez jednobarvného C4 podgrafu.
Ukažte, že pro n ≥ 6 už bude jednobarvená C4 vždy existovat. (Bude existovat
i pro n = 5)

Př́ıklad 4: Ukažte, že R(P5, P5) je nejvýše 20.

Př́ıklad 5: Ukažte, že každá nekonečná omezená posloupnost (s reálnou horńı
i spodńı meźı) má konverguj́ıćı podposloupnost. Analýza: Monotónńı omezená
posloupnost má konverguj́ıćı podposloupnost

Ramsey a k-tice

Př́ıklad 6: Dokažte, že v každé dostatečně velké množině bod̊u v rovině bude
libovolně velká podmnožina bod̊u na jedné př́ımce, nebo v obecné poloze.

Př́ıklad 7: Dokažte, že dostatečně velká množina bod̊u v rovině obsahuje
libovolně velkou podmnožinu bod̊u v konvexńı poloze.
Hint: mezi 5 body vždy existuje 4-prvková podmnožina v konvexńı poloze

Exotičtěǰśı úlohy

Př́ıklad 8: Ukažte, že nelze obarvit body Euklidovské roviny třemi bar-
vami tak, aby žádné dva body v jednotkové vzdálenosti neměly stejnou barvu.
Naopak ukažte, že tři barvy stač́ı aby neexistovala trojice bod̊u tvoř́ıćı monochro-
matický trojúhelńık o jednotkových stranách.
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Úkol 5-1: Mějme množinu n bod̊u v rovině, v obecné poloze (žádné 3 nejsou
kolineárńı). Dokažte pomoćı dvoj́ıho poč́ıtáńı, že počet obdélńık̊u s vrcholy v
těchto bodech je nejvýše n2/8.

Úkol 5-2: Určete Ramseyovo č́ıslo C4. Tedy hledáme č́ıslo N takové, že pokud
obarv́ıme hrany KN dvěma barvami, nutně existuje jednobarevný podgraf C4;
a R(C4) je nejmenš́ı takové N .
Pro 4 body stač́ı korektně určit rozmeźı 2 hodnot (tzn. určit n0 t.ž. n0 ≤
R(C4) ≤ n0 + 1).
Hint: zabere třeba bližš́ı analýza d̊ukazu

R(k, j) ≤ R(k − 1, j) + R(k, j − 1)

Úkol 5-3: Systém (r̊uzných) množin je polo-nezávislý pokud v něm neexistuje
trojice množin A,B,C taková, že A ⊂ B ⊂ C.
Ukažte, že polo-nezávislý systém podmnožin n-prvkové množiny obsahuje nejvýše
2
(

n
bn/2c

)
množin.
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