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2. domáćı úlohy

do 14. prosince 2015

Úloha 1. Dokažte, že ke každé formuli ϕ velikosti m s proměnnými x1, . . . , xn
a binarńımi spojkami AND a OR a unárńım NOT existuje ekvivalentńı formule ψ
taková, že

a) jej́ı velikost je nejvýše m5 a hloubka 5 logm.

b) použ́ıvá spojku NOT pouze pro negaci proměnných a má stejný počet binárńıch
spojek.

Úloha 2. Mějme graf G a v něm dva vrcholy s a t spojené cestou. Ćılem
tohoto cvičeńı je izolovat jednu cestu mezi s a t. Přǐrad’me každé hraně náhodně
celoč́ıselnou délku z {1, . . . , n3}.

a) Necht’ e je hrana v G. Ukažte, že pravděpodobnost, že nejkratš́ı cesta mezi s
a t, která jde přes e, a nejkratš́ı cesta, která nejde přes e, maj́ı stejnou délku, je
nanejvýš 1/n3.

a) Ukažte, že pravděpodobnost, že nejkratš́ı cesta mezi s a t je právě jedna, je
alespoň 1− 1/n.

Úloha 3. Necht’ n, k jsou celá kladná č́ısla, x ∈ {0, 1}n a a ∈ {0, 1}n+k−1 jsou
vektory. Zaved’me následuj́ıćı operaci c = a ◦ x, kde výsledný vektor c je z {0, 1}k a
splňuje ci =

∑n

j=1
xj · aj+i−1, pro i = 1, . . . , k. (Všechny operace jsou modulo 2.)

Pro vektory a ∈ {0, 1}n+k−1 a b ∈ {0, 1}k, necht’ ha,b : {0, 1}n → {0, 1}k je funkce
daná předpisem ha,b(x) = a ◦ x⊕ b, kde ⊕ je sč́ıtáńı po složkách modulo 2. Ukažte,
že pro pevné x1, x2 ∈ {0, 1}n a y1, y2 ∈ {0, 1}k, Pra,b[ha,b(x1) = y1 & ha,b(x2) =
y2] = 2−2k, kde pravděpodobnost je brána pro náhodně zvolená a ∈ {0, 1}n+k−1

a b ∈ {0, 1}k. (Jinými slovy, {ha,b; a ∈ {0, 1}n+k−1, b ∈ {0, 1}k} je 2-univerzálńı

hašovaćı systém.)

Úloha 4. Necht’ n > 1 je celé č́ıslo a A ⊆ {0, 1}n. Pro vektor x ∈ {0, 1}n,
označme jako A⊕ x = {x⊕ y; y ∈ A}, kde ⊕ je sč́ıtáńı po složkách modulo 2.

a) Ukažte, že když |A| > 1

10
2
n
, pak existuj́ı vektory r1, r2, . . . , r10n ∈ {0, 1}n takové,

že {0, 1}n ⊆
⋃

i∈{1,...,10n}A⊕ ri. (Hint: Použijte náhodné vektory ri. Připomeňme,

že 1− x < e−x pro všechna reálná č́ısla x.)

b) Ukažte, že když |A| < 2n/10n, pak pro každou 10n-tici vektor̊u r1, r2, . . . , r10n ∈
{0, 1}n existuje x ∈ {0, 1}n \

⋃
i∈{1,...,10n}A⊕ ri.

Poznámka na okraj: Toto je podstata d̊ukazu, že BPP ⊆ Σ2 = NPNP . Pro daný
vstup w se za množinu A berou náhodné řet́ızky, na kterých BPP algoritmus odpov́ı
1.
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