TIN 085 Vybrané kapitoly z vypocetni slozitosti I zima 2015/2016
2. domaéci ulohy

do 14. prosince 2015

Uloha 1. Dokazte, ze ke kazdé formuli ¢ velikosti m s proménnymi z1,...,x,
a binarnimi spojkami AND a OR a unarnim NOT existuje ekvivalentni formule 1)
takova, ze

a) jejf velikost je nejvyse m® a hloubka 5logm.

b) pouziva spojku NOT pouze pro negaci proménnych a mé stejny pocet bindrnich
spojek.

Uloha 2. Megjme graf G a v ném dva vrcholy s a t spojené cestou. Cilem
tohoto cviceni je izolovat jednu cestu mezi s a t. Pritadme kazdé hrané ndhodné
celoéiselnou délku z {1,...,n%}.

a) Necht e je hrana v G. Ukazte, ze pravdépodobnost, 7ze nejkratsi cesta mezi s
a t, kterd jde pres e, a nejkratsi cesta, kterd nejde pres e, maji stejnou délku, je
nanejvys 1/n3.

a) Ukazte, ze pravdépodobnost, Ze nejkrats{ cesta mezi s a t je pravé jedna, je
alesponn 1 — 1/n.

Uloha 3.  Necht n,k jsou celd kladna ¢isla, € {0,1}" a a € {0,1}"*~1 jsou
vektory. Zavedme nasledujici operaci ¢ = a o z, kde vysledny vektor c je z {0,1}* a
spliiuje ¢; = Z?Zl xj - @jyi—1, proi =1,... k. (Vsechny operace jsou modulo 2.)
Pro vektory a € {0,1}"**=1 a b € {0,1}*, necht hyp : {0,1}" — {0,1}* je funkce
dand predpisem hg p(x) = aox @b, kde @ je s¢itani po slozkdch modulo 2. Ukazte,
7e pro pevné x1, 79 € {0,1}" a y1,y2 € {0,1}*, Prop[has(z1) = y1 & hap(22) =
ya] = 272k kde pravdépodobnost je brdna pro ndhodné zvolena a € {0, 1}+*-1
abe {0,1}*. (Jinymi slovy, {hap; a € {0,1}" 5= b € {0,1}*} je 2-univerzdlni
hasovaci systém.)

Uloha 4. Necht n > 1 je celé ¢fslo a A C {0,1}". Pro vektor x € {0,1}",
oznacme jako A @z = {x @ y;y € A}, kde @ je s¢itdni po slozkdch modulo 2.

a) Ukazte, ze kdyz |A| > %2717 pak existuji vektory r1,79, ..., 10, € {0,1}"™ takové,
ze {0,1}" C Uie{l _____ 10n} A@r;. (Hint: Pouzijte ndhodné vektory r;. Pfipomenme,
7e 1 —x < e™* pro v8echna redlnd ¢isla z.)

b) Ukazte, ze kdyz |A| < 2™ /10n, pak pro kazdou 10n-tici vektortu rq1,ra, ..., 710, €
{0,1}"™ existuje = € {0,1}™ \ Uie{1 ’’’’’
Pozndmka na okraj: Toto je podstata ditkazu, ze BPP C £y = NPNP. Pro dany

vstup w se za mnozinu A berou ndhodné retizky, na kterych BP P algoritmus odpovi
1.



