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2. domáćı úlohy

do 3. prosince 2009

Úloha 1. Ukažte, že každý obvod velikosti S sestávaj́ıćı z hradel AND, OR
and NOT (libovolných vstupńıch stupň̊u) lze nahradit obvodem velikosti nejvýše
2S ze stejných spojek, který poč́ıtá stejnou funkci a použ́ıvá hradla NOT pouze pro
znegováńı jednotlivých bit̊u vstupu. (Obvod tedy neneguje výstup žádného z hradel
AND a OR.)

Úloha 2. Funkce f : {0, 1}n → {0, 1} je monotóńı, pokud pro každé x, y ∈
{0, 1}n, xi ≤ yi pro všechna i implikuje f(x) ≤ f(y). Ukažte, že každou monotóńı
funkci lze poč́ıtat obvodem sestávaj́ıćım pouze z hradel AND a OR.

Úloha 3. Testováńı existence cesty mezi dvěma vrcholy v orientovaném grafu je
dobře známý problém, který je úplný pro tř́ıdu problémů řešitelných v nedetermin-
istickém logaritmickém prostoru (NLOG). V této úloze ukážeme, že NLOG⊆NC2,
tedy problémy z NLOG maj́ı obvody polynomiálńı velikosti a hloubky O(log2 n)
sestávaj́ıćı z binárńıch hradel AND a OR a unárńıho NOT.

Necht’ CONNn : {0, 1}n×n → {0, 1} je funkce, která je jedna právě tehdy, když
jej́ı vstup reprezentuje incidenčńı matici grafu s n vrcholy, ve kterém existuje cesta
z vrcholu 1 do vrcholu n. Ukažte, že CONN lze poč́ıtat NC2 obvody. Odvod’te, že
NLOG⊆NC2. (Hint: Ukažte, že násobeńı dvou matic A, B ∈ {0, 1}n×n lze poč́ıtat
NC1 obvody.)

Úloha 4. Pro prvoč́ıslo p, Fp je konečné těleso velikosti p. Ukažte, že každou
funkci Fn

p → Fp lze jednoznačně reprezentovat pomoćı multilineárńıho polynomu
nad Fp s proměnnými x1, x2, . . . , xn. Polynom p(x1, x2, . . . , xn) je multilineárńı,
pokud p(x1, x2, . . . , xn) =

∑
S⊆{1,...,n} as

∏
i∈S xi pro nějaké koeficienty as z tělesa

Fp. (Hint: Pro jednoznačnost použijte početńı argument.)
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