TIN 100 Zaklady pienosu a zpracovani informace zima 2015/2016
4. domaci tlohy - samoopravné kédy

do 10. kvétna 2016

Uloha 1.  How to share a secret. Predstavte si, Ze méte skupinu n bankovnich dfedniku a
chcete mezi né rozdélit kéd k trezoru tak, aby libovolna skupina k z nich mohla kéd spolecné
zrekonstruovat, ale aby zadnd skupina méné nez k z nich kéd zrekonstruovat nemohla a
nemeéla by o ném zddnou informaci (to jest z jim dostupné informace by kéd mohl byt
stale jesté cokoliv.) Vytvorte takové schéma. V prvnim pfiblizeni tedy chceme funkei
foA{l, ... ,N}x{Ll,...,R} — {1,..., N}" takovou, ze z libovolnych k slozek f(z,r) muzeme
jednoznacéné urcit z, ale pokud zndme pouze k — 1 slozek f(z), x muze byt libovolné. Zde
x je onen kéd k trezoru a r je parametr, ktery bude zvolen ndhodné a téz bude utajen. Jak
to souvisi se samoopravnymi kédy?

Uloha 2. Necht n je kladné celé ¢islo. Zkonstruujme nésledujici kéd: necht zpréva
M je matice z GF[2]"*". Jeji zakédovéani je M spoletné s paritou kazdého radku, paritou
kazdého sloupce a paritou téchto parit (tedy matice (vektor) z GF[2]("t1*). Kolik chyb
tento kéd umi opravit? Jak chyby opravovat?

Uloha 3. V této uloze se podivame na tzv. CRC kédy (Cyclic Redundancy Check).
Zvolme celd kladnd éfsla n < k a polynom ¢(z) = 2" + ap_12" 1 + -+ + ag nad GF[2].
CRC kéd zpravy m € {0,1}* spocteme timto zpiisobem: zadefinujeme polynom p,,(z) =
mg_12* 1+ mp_ox®"2 + ... + mg, kde m = mgmy---my_1, a polozme jako CRC kéd
zpravy m polynom 7, (x) stupné nejvyse n— 1, ktery je zbytkem pii déleni polynomu p,, (x)
polynomem ¢(x) nad GF[2], tj. pm(x) = q(x) - tm(x) + rim(x). Ukazte, ze

a) pokud ¢(0) = 1, pak pro kazdé dvé zpravy m,m’ € {0,1}* takové, ze A(m,m’) = 1,
Tm(x) # rpy(x). (Hint: Pouzijte faktu, ze kazdy polynom se dé rozlozit jednozna¢ne na
sou¢in ireducibilnich polynomi.)

b) pokud ¢(0) = 1, pak pro kazdé dvé zpravy m,m’ € {0,1}* takové, ze m a m/ se lisf
pouze ve skupiné bitu navzajem vzdalenych maximélné o n — 2 pozic, 7y () # oy ().

c) pokud pocet nenulovych koeficientu polynomu ¢(z) je sudy, pak pro kazdé dvé zpravy
m,m’ € {0,1}* takové, ze A(m,m’) je lichd, 7, (x) # rw(z). Ukazte, Ze kazdé takové q(x)
je nasobkem polynomu z + 1.

d) existuje polynom g(z) takovy, ze q(0) = 1 a q(x) nedéli zadny z polynomt z* + 1, pro
1<i<2zlogn, (Hint: Pouzijte fakt, ze ireducibilnich polynomu stupné n nad GF[2] je
alespoii = - (27 — 2(n+2)/2) )

e) existuje polynom ¢(x) takovy, ze pro k < 2
{0,1}* takové, ze A(m,m') < 3, r(x) # rov ().

f) S uzitim CRC kddu sestrojte kéd schopny opravit alespon jednu chybu. Jaké dalsi
pripadné typy chyb bude umét vas kod detekovat.
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