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3. domáćı úlohy - Booleovské obvody

do zkoušky

Úloha 1. Ukažte, že pro každou booleovskou formuli velikosti s se spojkami
AND, OR a NOT existuje branching program velikosti O(s), který ji poč́ıtá.

Úloha 2. Ćılem tohoto cvičeńı je dokázat Barringtonovu větu. Pro per-
mutaci σ na k prvćıch definujeme σ1 = σ a σ0 = 1k, kde 1k je identická permu-
tace na k prvćıch. Permutačńı branching program P je dán posloupnost́ı permutaćı
σ1, σ2, . . . , σm na k prvćıch a posloupnost́ı index̊u i1, i2, . . . , im ∈ {1, . . . , n}. Délkou
branching programu P rozumı́me |P | = m. Na vstupu x je hodnota programu P
permutace źıskaná vyhodnoceńım
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Branching program P σ-reprezentuje funkci f , pokud na vstupu x, kde f(x) = 1,
se vyhodnot́ı na permutaci σ a jinak se vyhodnot́ı na 1k.

a) Pro permutace σ a τ na k prvćıch ukažte, že pokud branching program P
σ-reprezentuje funkci f , pak existuje branching program P ′ stejné délky, který τ -
reprezentuje f .

b) Ukažte, že pokud branching program P σ-reprezentuje funkci f , pak existuje
branching program P ′ stejné délky, který σ-reprezentuje NOT(f).

c) Ukažte, že pokud branching program P σ-reprezentuje funkci f a branching pro-
gram Q τ -reprezentuje funkci g, pak f AND g lze στσ−1τ−1-reprezentovat branch-
ing programem délky nejvýše 2|P |+ 2|Q|.
d) Ukažte, že existuj́ı cyklické permutace σ a τ na 5 prvćıch takové, že στσ−1τ−1

je cyklická permutace.

e) Pro každou booleovskou formuli hloubky d se spojkami AND, OR a NOT a
permutaci σ na 5 prvćıch, existuje permutačńı branching program délky 4d, který
ji σ-reprezentuje.

Úloha 3. Ukažte, že pro každou booleovskou funkci f : {0, 1}n → {0, 1} existuje
branching program velikosti nejvýše O(2n/n), který ji poč́ıtá.

Úloha 4. Ukažte, že s velkou pravděpodobnost́ı náhodně zvolená booleovská
funkce f : {0, 1}n → {0, 1} se nedá poč́ıtat branching programem velikosti nejvýše
2n/n2,
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