TIN 086 Vybrané kapitoly z vypocetni slozitosti II léto 2007/2008
4. domaci ulohy

do zkousky

Uloha 1. Nechf n,k, K > 1 jsou celd éisla a H C {h : {0,1}"* — {0,1}*} je 2-
univerzéln{ hasovac{ systém. Necht A C {0,1}", kde |[A| < 2k-1a2k=2 < K < 2k-1,
a) Pro h € H definujme mnozinu kolizi Cy, = {{x1,22}; x1 # 22 € A & h(x1) =
h(z2)}. Jaka je ocekdvana velikost C, to jest >,y [Crl|/|H|?

b) Ukazte, Zze ocekdvand velikost obrazu mnoziny A je alespon 3|A|/4, to jest
Yonen IMA)/|H| = 3|A/4.

¢) Ukazte, ze pokud |A| = K, pak pravdépodobnost, ze pro ndhodné zvolené h € H,
bude existovat € A t.z. h(z) = 0", je alespori % . zk%

d) Ukazte, ze pokud |A| < K/2, pak pravdépodobnost, ze pro ndhodné zvolené
h € H, bude existovat z € A t.z. h(z) = 0", je mensf nez 3 - ;5.

Uloha 2. Sestrojte interaktivni protokol s konstantnim poctem kol pro nasledujici
problémy.

a) Oveéfovatel dostane Booleovskou formuli ¢ a ¢islo K, které je mocninou dvojky
mensi nez pocet vech moznych ohodnoceni ¢. Za pomoci dokazovatele ma rozhod-
nout, zda pocet splinujicich ohodnoceni formule ¢ je K. Pokud je pocet splnujicich
ohodnoceni skutecné K, pak by ovérovatel mél prijmout s pravdépodobnosti alespon
3/4. Pokud je pocet spliiujicich ohodnoceni ¢ mensi nez K /2, pak by mél ovérovatel
odmitnout s pravdépodobnosti alespon 1/2 at mu dokazovatel nalhdvé cokoliv.

b) To samé jako v (a), ale K nemusi byt mocnina dvojky a v piipadé, ze je
pocet splitujicich ohodnoceni ¢ mensf nez K/2, pak by mél ovéfovatel odmitnout s
pravdépodobnosti alespon 3/4.

(Hint: Pouzijte pfedchozi cviceni. Ddle muzete pouzit Cernovovu nerovnost, viz
napiiklad shrnuti pravdépodobnosti dostupné na webové strance predndsky.)

Uloha 3. 7 ptrednésky zname interaktivni protokol pro neizomorfismus grafi,
ktery pro svoji funkénost vyzaduje, aby dokazovatel neznal ndhodné bity ovérova-
tele. V tomto cviceni sestrojime protokol pro neizomorfismus grafl, ktery dovoluje
ovétovateli ndhodné bity dokazovateli sdélit, aniz by mu tim pomohl ho podvést.
a) Pro grafy G1 a G2, oznac¢me jako S = {(H,n); H ~ G; nebo H ~ G5 a
permutace 7 na vrcholech H spliiuje w(H) = H}. Jakd je velikost S pokud jsou Gq
a (9 izomorfni a jakd je jeji velikost pokud izomorfni nejsou.

b) Sestrojte protokol pro neizomorfismus grafu, ve kterém jedind komunikace od
ovétovatele k dokazovateli jsou ndhodné vybrané bity.



