ResSeni domaci pisemky

Piiklad 1. Necht K (s,r) oznacuje kladné orientovanou kruznici se stfedem v bodé s a
polomérem r. Spocitejte nasledujici integraly.

(b) [ < dz kde v = K(0,1).

(c) f7 R(2)S(2) dz, kde v = K(0,1). (R(z) a I(z) oznacuji redlnou a imaginarni ¢ast
z.

)

ReSeni 1a. Integrovana funkce je holomorfni na C \ {4, —i} a dé se rozlozit na parcialni
zlomky ve tvaru

1 o B v )

(22 +1)2 _z+i+(z+i)2+z—i+(z—i)2’

pro vhodné komplexni koeficienty «, 3,~,d. Pro zjisténi hodnot téchto koeficientii pred-
chozi rovnost upravime do tvaru

l=a(z—i)*(z+1i) + Bz — i) +y(z +9)*(z — i) + §(z + )% (1)
Do této rovnice muzeme napiiklad dosadit z = i a 2 = —i, ¢imz ziskdme § = —1/4 a
p = —1/4. Dosazenim z = 0 ziskame vztah

1=—ia+1/4+iv+1/4.
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a porovnanim koeficientii u z° na obou stranéch rovnice (1) dostaneme

O=a+1.

Odtud plyne v = —i/4 a o = i/4. Takze mame

/vﬁd'z:/vél(ziti) dH/sz(z—}H')?d”/fo(%_i)d”/v—ﬁd%

Prvni dva integraly na pravé strané jsou nulové, protoze integrovana funkce je holomorfni
na na vnitiku ~ i na okoli ~. étvrty’ integral je také nulovy, coz je vidét tfeba z toho, ze
integrovana funkce ma primitivni funkci ﬁ na C\ {i}. Zbyva tedy tfeti integral, jehoz
hodnota je 2mi(—i/4) = n/2 diky Cauchyho vzorci. Takze mame

1 s
——dz = —.
/7(z2+1)2 2




Pozndmka: vsimnéte si, Ze koeficienty o, 8,7,0 tvori komplezné sdruzené dvojice a« =75
a B = 6. To plati u raciondini funkce s redlngmi koeficienty obecné: neredlné koveny
jmenovatele takové funkce tvori komplexné sdruzené dvojice, a odpovidajici koeficienty u
techto koteni v rozkladu na parcidlni zlomky také tvori komplexné sdruZené dvojice.

Alternativni feSeni la. Pokud zname obecnou verzi Cauchyho vzorce, tak ptiklad la
lze vyfesit bez rozkladu na parcidlni zlomky. Oznac¢me g(z) = ( L. Potom mame

kde funkce g(z) je holomorfni na C\ {—i}, tj specialné je holomorfni na okoli v a na
vnittku v. Z obecné verze Cauchyho vzorce vime, Ze tento integral pak lze spoc¢itat pomoci

vztahu )
g z - 1y
B orig i),
[
kde ¢'(z) = —ﬁ je derivace g(z). Dosazenim do tohoto vztahu ziskdime opét vysledek
/2.

Pozndmka: obecny Cauchyho vzorec tikd, Ze

[t
| ’

z — zp)"t! n!

kde v ju prostd uzaviend krivka, zog je komplexni ¢islo uvniti v, a g je komplexni funkce,
kterd je holomorfni uvniti v a na okoli . Pokud tento vzorec nezndte, mizete ho snadno
odvodit jako disledek toho, Ze mocninné fady lze integrovat i derivovat “clen po clenu”
uvniti jejich kruhu konvergence. Vsimnéte si, Ze kdyz se g(z) rozvine do mocninné fady
9(2) = >0 ax(z — 20)", tak koeficient a, je piesné roven g<7l;(!20) — to snadno nahlédnete,
kdyz mocninnou Tadu n-krat zderiwujete a dosadite z = zy. Bez ujmy na obecnosti pied-
poklddejme, Ze v lezi celd uvnit¥ kruhu konvergence mocninné Fady >~ ar(z — z0)*. Ted
muzZeme odvodit obecnou verzi Cauchyho vzorce: -

/%dz [Tz —w)t

7 — Zo)n+1 (Z _ ZO)TL+1

dz

v

= Zak /(z - zo)k_"_1 dz protoZe Tady lze integrovat clen po clenu
g

k>0
= an/(z —2)7 " protoZe /(z — )N =0pro N # —1.
= 2m‘aﬂfn podle ‘jedﬂ;mduchého’ Cauchyho vzorce
= 27?2'M.

n!



Reseni 1b. Funkce cos(z) je holomorfni na C. Pro vypocet integralu J,cos(z)/2% dz

muzeme bud pouzit rozvoj cos(z) =1 — % + O(z%) (staci znat jen tyto prvni ¢leny, dalsi
¢leny hodnotu integralu neovlivni), nebo Cauchyho vzorec:

"
/cos(z) gy — 97 % (0)
-

23 2!
V kazdém piipadé dostaneme vysledek —mi.

Reseni 1c. Integrovana funkce neni holomorfni, takze nelze pouzit Cauchyho vzorec ani
Cauchyho vétu. Budeme postupovat podle definice komplexniho kfivkového integralu.
Pro 7 zvolime parametrizaci z = e®.
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/ER(Z)%(Z) dz = R(e™)S(e)ie™ dt

0

2m

:/ cos(t) sin(t)ie" dt
’ 2m 2m

:i/ cos®(t) sin(t) dt—/ sin®(t) cos(t) dt
0 0

1 0

= @/ —u? du — / v? dv (substituce u = cos(t) a v = sin(t))
1 0

= 0.

Poznamka: misto substituce se dd také pouZit integrovani per partes. Jind moznost je pou-
Zit vatahy sin(t) = (e — e ") /(21) a cos(t) = (e + e~ ") /2, ¢imz se fozﬂ cos(t) sin(t)ie’ dt
prevede na soucet integrdli z exponencidlnich funkci, které vyjdou vsechny nulové, protoze
et je 2m-periodickd.

Priklad 2. Pro kazdou z nasledujicich rovnosti najdéte vSechna komplexni ¢isla z, ktera
ji spliuji.

(a) 2% =

(b) e* = 3.

(c) R(sin(z)) = 0.
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Reseni 2a. Pisme z ve tvaru re’?, kde r = |z| a ¢ € [0, 27). Pak mame 2° = r%e%¢ = —1 =
¢™. Odtud plyne, Ze r = 1 a 5¢ = 7 (mod 27), coz dava z € {7/, e37/5 im T/ 9im/5Y,

Reseni 2b. Pisme z = a + bi, kde a,b € R. Pak plati

e — ea—Hn _ eaebz _ _ez7r/2 _ eln(1/2)em/2.
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Odtud plyne, ze a = In(1/2) = —In(2) a b = 5 (mod 27). ReSenim jsou tedy ¢isla z
patfici do mnoziny {—In(2) 4 i(5 + 2k7), k € Z}.

Reseni 2c. Pisme z = a + bi, kde a,b € R. Pak plati
0 = R(sin(z))

ezz _ e—iz
(e
za b _ —zzz—i—b)

[ s
( (cos(a) + isin(a)) — e’(cos(—a) + Zsm(—a)))
sin(a)

21

Protoze e’ +e7? je kladné pro kazdé b € R, je posledni rovnost splnéna pravé tehdy, kdyz
sin(a) = 0, tj. kdyZz a = kmw pro k € Z. ReSenim jsou tedy ¢isla z patiici do mnoziny
{km+1b, k€ Z, b € R}.

Piiklad 3. Necht a je redlné ¢islo vétsi nez 1. Spocitejte (realny) integral

2m 1
| e e
o a-cos(x)

Navod: pouzijte vztah cos(z) = expliz)texp(=iz) ukazte, ze hledany integrdl je roven

komplexnimu integralu f7 f, kde v = K(0,1) a f je vhodné zvolena komplexni funkce.

Regeni 3. Ozna¢me I hledany integral. Pak mame

2m 1
I :/ ———dx
o a4+ cos(x)

/27!’ 1

= A — dz
xp(iz)+exp(—iz)

0 a- TEEER

2 92
- /0 2a + exp(ix) + exp(—ix)

dx

B /27r 2i exp(iz)
~Jo 2aiexp(iz) +iexp(2iz) +i

 2aiz + 122 + i
1

2 T : : T

= | —dz pouzili jsme parametrizaci z = e

2
i), 22+ 2az+1



Zbyvé spocitat kiivkovy integril z racionalni funkce (22 + 2az + 1)~!'. Na to pouZzijeme
standardni postup pomoci Cauchyho vzorce. Oznacme o = —a — Va2 —1a = —a +
Va2 — 1 oba kofeny rovnice 2% + 2az + 1 = 0. Nahlédneme, 7e o < —1, takze o lex
vné kiivky v a funkce ﬁ je holomorfni na okoli a na vnitfku . Na druhou stranu,
B € (—1,0), coz plyne napiiklad z toho, ze aff = 1, tudiz [ lezi ve vnitiku . Nyni
dokon¢ime piedchozi vypocet dosazenim do Cauchyho vzorce:

2 1
=2 —— 4
i/722—|—2az—|—1 &

- o=

2 1 27
= -2m = .
i -« a?—1
Piiklad 4. Spocitejte integral
+o00 1
I= ——dux.
[ e
Néavod: oznatme f(z) = ﬁ Plati I = limp_. f_RRf(ZB) dx. Spocitejte komplexni

integral f7 f, kde v je sjednocent intervalu v, = [— R, R] a ptlkruZnice v = { Rexp(it); t €
[0, 7]} (zde muzete vyuzit piiklad 1a). Ukazte, ze kdyz se R blizi k +oo, blizi se fw fk
nule, a odvodte z toho hodnotu 1.

Reseni 4. Diky Cauchyho vété a diky vysledku piikladu la vime, Ze pro R > 1 plati

g:lf(z)dz:llf(z)dz+/72f(z>dz,

[= lim /f(z)dz:g— lim /f(z)dz.
7 Y2

7 ¢ehoz plyne
R—+o00 R—+o00

Chceme ukézat, ze limg_, o fw f(2)dz = 0. K tomu pouzijeme nasledujici jednoduchy
odhad (platny pro libovolnou kfivku s a libovolnou komplexni funkci f):

LZf(z)dz

< délka(v,) - sup | f(2)].

ZEY2
V nasem piipadé je délka 5 rovna mR a plati
1 1
sup |J(z)| = - < .
2€72 7(2)] inf.e,, [(22 — 1)? (R? —1)?



Odtud plyne

< lim i-@

fim e (RE—12

R—+o00

A 2 £(2)dz

Pozndmka: jing zptisob jak odhadnout |f72 f(z)dz| je prevést tento integrdl pomoci pa-

atudiz I = g

rametrizace z = Re™ na béZng Riemanniv integrdl [ f(Re™)iRe™ dt, jehoZ absolutni
hodnota se dd zjevné shora odhadnout vjrazem wR - sup,co - | f(Re™)|. Tento postup dd
stegnyg odhad jako vijSe uvedené resent.



