
�e²ení domácí písemky

P°íklad 1. Nech´ K(s, r) ozna£uje kladn¥ orientovanou kruºnici se st°edem v bod¥ s a
polom¥rem r. Spo£ítejte následující integrály.

(a)
∫
γ

1
(z2+1)2

dz kde γ = K(i, 1).

(b)
∫
γ

cos(z)
z3

dz kde γ = K(0, 1).

(c)
∫
γ
<(z)=(z) dz, kde γ = K(0, 1). (<(z) a =(z) ozna£ují reálnou a imaginární £ást

z.)

�e²ení 1a. Integrovaná funkce je holomorfní na C \ {i,−i} a dá se rozloºit na parciální
zlomky ve tvaru

1

(z2 + 1)2
=

α

z + i
+

β

(z + i)2
+

γ

z − i
+

δ

(z − i)2
,

pro vhodné komplexní koe�cienty α, β, γ, δ. Pro zji²t¥ní hodnot t¥chto koe�cient· p°ed-
chozí rovnost upravíme do tvaru

1 = α(z − i)2(z + i) + β(z − i)2 + γ(z + i)2(z − i) + δ(z + i)2. (1)

Do této rovnice m·ºeme nap°íklad dosadit z = i a z = −i, £ímº získáme δ = −1/4 a
β = −1/4. Dosazením z = 0 získáme vztah

1 = −iα + 1/4 + iγ + 1/4.

a porovnáním koe�cient· u z3 na obou stranách rovnice (1) dostaneme

0 = α + γ.

Odtud plyne γ = −i/4 a α = i/4. Takºe máme∫
γ

1

(z2 + 1)2
dz =

∫
γ

i

4(z + i)
dz+

∫
γ

− 1

4(z + i)2
dz+

∫
γ

− i

4(z − i)
dz+

∫
γ

− 1

4(z − i)2
dz.

První dva integrály na pravé stran¥ jsou nulové, protoºe integrovaná funkce je holomorfní
na na vnit°ku γ i na okolí γ. �tvrtý integrál je také nulový, coº je vid¥t t°eba z toho, ºe
integrovaná funkce má primitivní funkci 1

4(z−i) na C\{i}. Zbývá tedy t°etí integrál, jehoº
hodnota je 2πi(−i/4) = π/2 díky Cauchyho vzorci. Takºe máme∫

γ

1

(z2 + 1)2
dz =

π

2
.



Poznámka: v²imn¥te si, ºe koe�cienty α, β, γ, δ tvo°í komplexn¥ sdruºené dvojice α = γ
a β = δ. To platí u racionální funkce s reálnými koe�cienty obecn¥: nereálné ko°eny

jmenovatele takové funkce tvo°í komplexn¥ sdruºené dvojice, a odpovídající koe�cienty u

t¥chto ko°en· v rozkladu na parciální zlomky také tvo°í komplexn¥ sdruºené dvojice.

Alternativní °e²ení 1a. Pokud známe obecnou verzi Cauchyho vzorce, tak p°íklad 1a
lze vy°e²it bez rozkladu na parciální zlomky. Ozna£me g(z) = 1

(z+i)2
. Potom máme∫

γ

1

(z2 + 1)2
dz =

∫
γ

g(z)

(z − i)2
dz,

kde funkce g(z) je holomorfní na C \ {−i}, tj speciáln¥ je holomorfní na okolí γ a na
vnit°ku γ. Z obecné verze Cauchyho vzorce víme, ºe tento integrál pak lze spo£ítat pomocí
vztahu ∫

γ

g(z)

(z − i)2
= 2πig′(i),

kde g′(z) = − 2
(z+i)3

je derivace g(z). Dosazením do tohoto vztahu získáme op¥t výsledek
π/2.

Poznámka: obecný Cauchyho vzorec °íká, ºe∫
γ

g(z)

(z − z0)n+1
dz = 2πi

g(n)(z0)

n!
,

kde γ ju prostá uzav°ená k°ivka, z0 je komplexní £íslo uvnit° γ, a g je komplexní funkce,

která je holomorfní uvnit° γ a na okolí γ. Pokud tento vzorec neznáte, m·ºete ho snadno

odvodit jako d·sledek toho, ºe mocninné °ady lze integrovat i derivovat �£len po £lenu�

uvnit° jejich kruhu konvergence. V²imn¥te si, ºe kdyº se g(z) rozvine do mocninné °ady

g(z) =
∑

k≥0 ak(z−z0)k, tak koe�cient an je p°esn¥ roven
g(n)(z0)

n!
� to snadno nahlédnete,

kdyº mocninnou °adu n-krát zderivujete a dosadíte z = z0. Bez újmy na obecnosti p°ed-

pokládejme, ºe γ leºí celá uvnit° kruhu konvergence mocninné °ady
∑

k≥0 ak(z−z0)k. Te¤
m·ºeme odvodit obecnou verzi Cauchyho vzorce:∫
γ

g(z)

(z − z0)n+1
dz =

∫
γ

∑
k≥0 ak(z − w)k

(z − z0)n+1
dz

=
∑
k≥0

ak

∫
γ

(z − z0)k−n−1 dz protoºe °ady lze integrovat £len po £lenu

= an

∫
γ

(z − z0)−1 protoºe

∫
γ

(z − z0)N = 0 pro N 6= −1.

= 2πian podle `jednoduchého' Cauchyho vzorce

= 2πi
g(n)(z0)

n!
.



�e²ení 1b. Funkce cos(z) je holomorfní na C. Pro výpo£et integrálu
∫
γ
cos(z)/z3 dz

m·ºeme bu¤ pouºít rozvoj cos(z) = 1− z2

2
+O(z4) (sta£í znát jen tyto první £leny, dal²í

£leny hodnotu integrálu neovlivní), nebo Cauchyho vzorec:∫
γ

cos(z)

z3
dz = 2πi

cos′′(0)

2!
.

V kaºdém p°ípad¥ dostaneme výsledek −πi.

�e²ení 1c. Integrovaná funkce není holomorfní, takºe nelze pouºít Cauchyho vzorec ani
Cauchyho v¥tu. Budeme postupovat podle de�nice komplexního k°ivkového integrálu.
Pro γ zvolíme parametrizaci z = eit.∫

γ

<(z)=(z) dz =
∫ 2π

0

<(eit)=(eit)ieit dt

=

∫ 2π

0

cos(t) sin(t)ieit dt

= i

∫ 2π

0

cos2(t) sin(t) dt−
∫ 2π

0

sin2(t) cos(t) dt

= i

∫ 1

1

−u2 du−
∫ 0

0

v2 dv (substituce u = cos(t) a v = sin(t))

= 0.

Poznámka: místo substituce se dá také pouºít integrování per partes. Jiná moºnost je pou-

ºít vztahy sin(t) = (eit− e−it)/(2i) a cos(t) = (eit+ e−it)/2, £ímº se
∫ 2π

0
cos(t) sin(t)ieit dt

p°evede na sou£et integrál· z exponenciálních funkcí, které vyjdou v²echny nulové, protoºe

eit je 2π-periodická.

P°íklad 2. Pro kaºdou z následujících rovností najd¥te v²echna komplexní £ísla z, která
ji spl¬ují.

(a) z5 = −1.
(b) ez = i

2
.

(c) <(sin(z)) = 0.

�e²ení 2a. Pi²me z ve tvaru reiφ, kde r = |z| a φ ∈ [0, 2π). Pak máme z5 = r5e5iφ = −1 =
eiπ. Odtud plyne, ºe r = 1 a 5φ ≡ π (mod 2π), coº dává z ∈ {eiπ/5, e3iπ/5, eiπ, e7iπ/5, e9iπ/5}.

�e²ení 2b. Pi²me z = a+ bi, kde a, b ∈ R. Pak platí

ez = ea+bi = eaebi =
i

2
=

1

2
eiπ/2 = eln(1/2)eiπ/2.



Odtud plyne, ºe a = ln(1/2) = − ln(2) a b ≡ π
2
(mod 2π). �e²ením jsou tedy £ísla z

pat°ící do mnoºíny {− ln(2) + i(π
2
+ 2kπ), k ∈ Z}.

�e²ení 2c. Pi²me z = a+ bi, kde a, b ∈ R. Pak platí

0 = <(sin(z))

= <
(
eiz − e−iz

2i

)
= <

(
eia−b − e−ia+b

2i

)
= <

(
e−b(cos(a) + i sin(a))− eb(cos(−a) + i sin(−a))

2i

)
= sin(a)

eb + e−b

2
.

Protoºe eb+ e−b je kladné pro kaºdé b ∈ R, je poslední rovnost spln¥na práv¥ tehdy, kdyº
sin(a) = 0, tj. kdyº a = kπ pro k ∈ Z. �e²ením jsou tedy £ísla z pat°ící do mnoºiny
{kπ + ib, k ∈ Z, b ∈ R}.

P°íklad 3. Nech´ a je reálné £íslo v¥t²í neº 1. Spo£ítejte (reálný) integrál∫ 2π

0

1

a+ cos(x)
dx.

Návod: pouºijte vztah cos(x) = exp(ix)+exp(−ix)
2

a ukaºte, ºe hledaný integrál je roven
komplexnímu integrálu

∫
γ
f , kde γ = K(0, 1) a f je vhodn¥ zvolená komplexní funkce.

�e²ení 3. Ozna£me I hledaný integrál. Pak máme

I =

∫ 2π

0

1

a+ cos(x)
dx

=

∫ 2π

0

1

a+ exp(ix)+exp(−ix)
2

dx

=

∫ 2π

0

2

2a+ exp(ix) + exp(−ix)
dx

=

∫ 2π

0

2i exp(ix)

2ai exp(ix) + i exp(2ix) + i
dx

=

∫
γ

2

2aiz + iz2 + i
dz pouºili jsme parametrizaci z = eix

=
2

i

∫
γ

1

z2 + 2az + 1
dz.



Zbývá spo£ítat k°ivkový integrál z racionální funkce (z2 + 2az + 1)−1. Na to pouºijeme
standardní postup pomocí Cauchyho vzorce. Ozna£me α = −a −

√
a2 − 1 a β = −a +√

a2 − 1 oba ko°eny rovnice z2 + 2az + 1 = 0. Nahlédneme, ºe α < −1, takºe α leºí
vn¥ k°ivky γ a funkce 1

z−α je holomorfní na okolí a na vnit°ku γ. Na druhou stranu,
β ∈ (−1, 0), coº plyne nap°íklad z toho, ºe αβ = 1, tudíº β leºí ve vnit°ku γ. Nyní
dokon£íme p°edchozí výpo£et dosazením do Cauchyho vzorce:

I =
2

i

∫
γ

1

z2 + 2az + 1
dz

=
2

i

∫
γ

1

(z − α)(z − β)
dz

=
2

i
2πi

1

β − α
=

2π√
a2 − 1

.

P°íklad 4. Spo£ítejte integrál

I =

∫ +∞

−∞

1

(x2 + 1)2
dx.

Návod: ozna£me f(x) = 1
(x2+1)2

. Platí I = limR→+∞
∫ R
−R f(x) dx. Spo£ítejte komplexní

integrál
∫
γ
f , kde γ je sjednocení intervalu γ1 = [−R,R] a p·lkruºnice γ2 = {R exp(it); t ∈

[0, π]} (zde m·ºete vyuºít p°íklad 1a). Ukaºte, ºe kdyº se R blíºí k +∞, blíºí se
∫
γ2
f k

nule, a odvo¤te z toho hodnotu I.

�e²ení 4. Díky Cauchyho v¥t¥ a díky výsledku p°íkladu 1a víme, ºe pro R > 1 platí

π

2
=

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz,

z £ehoº plyne

I = lim
R→+∞

∫
γ1

f(z) dz =
π

2
− lim

R→+∞

∫
γ2

f(z) dz.

Chceme ukázat, ºe limR→+∞
∫
γ2
f(z) dz = 0. K tomu pouºijeme následující jednoduchý

odhad (platný pro libovolnou k°ivku γ2 a libovolnou komplexní funkci f):∣∣∣∣∫
γ2

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ délka(γ2) · sup
z∈γ2
|f(z)|.

V na²em p°ípad¥ je délka γ2 rovna πR a platí

sup
z∈γ2
|f(z)| = 1

infz∈γ2 |(z2 − 1)2|
≤ 1

(R2 − 1)2
.



Odtud plyne

lim
R→+∞

∣∣∣∣∫
γ2

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ lim
R→+∞

πR

(R2 − 1)2
= 0,

a tudíº I = π
2
.

Poznámka: jiný zp·sob jak odhadnout |
∫
γ2
f(z) dz| je p°evést tento integrál pomocí pa-

rametrizace z = Reit na b¥ºný Riemann·v integrál
∫ π
0
f(Reit)iReit dt, jehoº absolutní

hodnota se dá zjevn¥ shora odhadnout výrazem πR · supt∈[0,π] |f(Reit)|. Tento postup dá

stejný odhad jako vý²e uvedené °e²ení.


