Linearni algebra II, ¢tvrta série domacich ukolda
Termin odevzdéani: 3. 5.

Priklad 1. (3 body) Necht z,y, z jsou realna ¢isla, necht A = z je matice tvaru 2 x 2. PopiSte, pro které

hodnoty z,y, z € R méi matice A dva reilné vlastni vektory, které jsou na sebe kolmé.

Pfiklad 2. Ozna¢me R* prostor viech posloupnosti redlnych ¢isel (indexovanych od nuly). Pro posloupnost a =
(ap, a1, as...) definujeme ‘posunutou’ posloupost P(a) = (a1, as,as, ... ). Na cvideni jsme si ukazali, 7e P je linearni
zobrazeni a ze libovolné realné ¢islo je vlastnim ¢islem zobrazeni P, pficemz vlastnimu ¢islu A € R odpovida vlastni
vektor (1, A\, A2, A\3,...) € R*® (nebo n&jaky nenulovy skalarni nasobek tohoto vektoru).

Definujme mnozinu M C R* jako mnoZzinu v8ech posloupnosti a = (ag, a1, as,...) € R* splaujicich vztah

Gp—1+ Gn—2

5 pro kazdé n > 2.

Ay =

a) (1 bod) Ukazte, Ze posloupnost a = (ag, a1, as,...) patii do M, pravé kdyz P(P(a)) = 1(P(a) + a).

b) (1 bod) Ukazte, ze M je vektorovy podprostor R>. (MuZete pfitom vyuZit fakt, Ze P je linearni zobrazeni,
coz jsme dokazali na cviceni.)

c) (2 body) Najdéte dva linearné nezavislé vlastni vektory v a w zobrazeni P, které oba patii do M.

d) (5 bodt) Definujme posloupnost a = (ag, a1, az,...) € M pomoci nésledujici rekurence:

a():\/?r

a; = 2873.34
ap = w pro kazdé n > 2.

Vyjadfete a jako linearni kombinaci vlastnich vektori v a w. Pomoci tohoto vyjadfeni odvodte vzorec v
uzavieném tvaru pro a,. Pomoci tohoto vzorce najdéte limitu posloupnosti a.

Priklad 3. (3 body) Najdéte dvé realné matice tvaru 2 x 2, které jsou ob& symetrické, ale jejich soufin neni
symetricky.

Priklad 4. Necht A je redlna matice tvaru m x n (tj. A ma m fadka a n sloupcit). Nechf AT oznacuje transpozici
matice A. Definujme matici B tvaru n x n jako soucin B = (AT)A.

a) (3 body) Ukazte, ze matice B je pozitivné semidefinitni.
b) (3 body) Ukazte, ze pokud ma matice A hodnost n, pak B je pozitivné definitni.

(Nezapomeite oveiit, ze B je symetrickd matice.)



