
Lineární algebra II, £tvrtá série domácích úkol·
Termín odevzdání: 3. 5.

P°íklad 1. (3 body) Nech´ x, y, z jsou reálná £ísla, nech´ A =
(

x y
z x

)
je matice tvaru 2 × 2. Popi²te, pro které

hodnoty x, y, z ∈ R má matice A dva reálné vlastní vektory, které jsou na sebe kolmé.

P°íklad 2. Ozna£me R∞ prostor v²ech posloupností reálných £ísel (indexovaných od nuly). Pro posloupnost a =
(a0, a1, a2 . . . ) de�nujeme `posunutou' posloupost P (a) = (a1, a2, a3, . . . ). Na cvi£ení jsme si ukázali, ºe P je lineární
zobrazení a ºe libovolné reálné £íslo je vlastním £íslem zobrazení P , p°i£emº vlastnímu £íslu λ ∈ R odpovídá vlastní
vektor (1, λ, λ2, λ3, . . . ) ∈ R∞ (nebo n¥jaký nenulový skalární násobek tohoto vektoru).

De�nujme mnoºinu M ⊂ R∞ jako mnoºinu v²ech posloupností a = (a0, a1, a2, . . . ) ∈ R∞ spl¬ujících vztah

an =
an−1 + an−2

2
pro kaºdé n ≥ 2.

a) (1 bod) Ukaºte, ºe posloupnost a = (a0, a1, a2, . . . ) pat°í do M , práv¥ kdyº P (P (a)) = 1
2 (P (a) + a).

b) (1 bod) Ukaºte, ºe M je vektorový podprostor R∞. (M·ºete p°itom vyuºít fakt, ºe P je lineární zobrazení,
coº jsme dokázali na cvi£ení.)

c) (2 body) Najd¥te dva lineárn¥ nezávislé vlastní vektory v a w zobrazení P , které oba pat°í do M .

d) (5 bod·) De�nujme posloupnost a = (a0, a1, a2, . . . ) ∈ M pomocí následující rekurence:

a0 =
√

π

a1 = 2873.34

an =
an−1 + an−2

2
pro kaºdé n ≥ 2.

Vyjád°ete a jako lineární kombinaci vlastních vektor· v a w. Pomocí tohoto vyjád°ení odvo¤te vzorec v
uzav°eném tvaru pro an. Pomocí tohoto vzorce najd¥te limitu posloupnosti a.

P°íklad 3. (3 body) Najd¥te dv¥ reálné matice tvaru 2 × 2, které jsou ob¥ symetrické, ale jejich sou£in není
symetrický.

P°íklad 4. Nech´ A je reálná matice tvaru m× n (tj. A má m °ádk· a n sloupc·). Nech´ AT ozna£uje transpozici
matice A. De�nujme matici B tvaru n× n jako sou£in B = (AT)A.

a) (3 body) Ukaºte, ºe matice B je pozitivn¥ semide�nitní.

b) (3 body) Ukaºte, ºe pokud má matice A hodnost n, pak B je pozitivn¥ de�nitní.

(Nezapome¬te ov¥°it, ºe B je symetrická matice.)


