Druha sada domacich tkolu
Priklad 1. (2 body) Najdéte mnozinu M kladnych redlnych ¢isel, pro kterou bude platit vyrok
Vee M dye M: y<ux,

ale nebude platit vyrok
Vye Mdze M: y<ux.

Priklad 2. (2 body) Najdéte posloupnost realnych &isel aq,aq, ..., pro kterou bude platit
Vi€ Ndj € N: a; < aj,

ale nebude platit
Ver e Rdj e N:x <aj.

Priklad 3. (3 body) Symbolem (z,y) oznac¢me otevieny interval od x do y. Najdéte mnozinu M
redlnych ¢isel, pro kerou bude platit vyrok

Vo € MYy e M: <y>x:>326M:zE(x,y)),
ale nebude platit vyrok

Vz e M Vy € R: (y>x:>EIzEM:z€(:c,y)>.

Priklad 4. (3 body) Symbolem R™ ozna¢me mnozinu viech kladnych realnych ¢isel. Najdéte redlnou
funkci f, pro kterou bude platit

VeeR3e cRY: f(z+1)> f(z) +e,

ale nebude platit
JecRYVz eR: f(z+1)> f(z) +e.

Priklad 5. (3 body) Najdéte posloupnost aj,as,... redlnych ¢isel, pro kterou vyrok
Vie N3j e NVEeN: (k> j= ar > a;)

bude pravdivy, ovsem vyrok
di € NVEk € N: (k22:>ak2az)

nebude pravdivy.

Piiklad 6. Dokazte néasledujici tvrzeni. (2 body za kazdy dukaz)

n n2(n+1)>2
1. VneN: S0 k3 = (et

. 2k+1 1
2. Vn € N: Zzzlm—l_m

3. Definujme posloupnost ay, as, ... nasledovné: ag = 1, a1 = 3, apron > 2 plati a,, = a,,—14+6a,—_o.
Dokazte ze pro n > 0 plati a,, = 3".

4. Definujme posloupnost a1, as, ... nasledovné: ag = 1, a1 = 3, apron > 2 plati a,, = a,,—1+2a,_o.
Dokazte Zze pro n > 0 plati a,, < 2™

5. Pro kazdé pfirozené ¢islo k > 3 a pro kazdé n € N plati, ze k™ — 1 je nasobek k& — 1.

6. vneN: Y p 5 <2-—

S|=

7.V >2: [T, (1— ) =52



Priklad 7. (3 body) Necht F), oznatuje n-té Fibonacciho ¢islo. Dokazte, Ze existuje piesné Fj, i1
zpusobi, jak vyjit n schodi, jestlize v kazdém kroku vyjdeme bud o jeden nebo o dva schody vys.
(Naptiklad pro n = 3 mame celkem t¥i moznosti: bud udélame tii kroky, a v kazdém kroku vyjdeme
o jeden schod vyse, nebo v prvnim kroku vyjdeme o dva schody vys a ve druhém o jeden schod vys,
nebo v prvnim kroku vyjdeme jeden a ve druhém dva schody.)

Priklad 8. (4 body) Necht F,, opét oznacuje n-té Fibonacciho ¢islo. Dokazte, Ze existuje piesné F,
zpusob, jak lze ¢islo n zapsat jako soucet lichych ¢isel. (Napiiklad pro n = 5 méame F5 = 5 moznosti:
1+14+14+141;34+14+1;143+1;14+1+3;5.)

Priklad 9. (3 body) Necht T je zakofenény strom, v némz kazdy vrchol ma nejvys tii potomky. Navic
plati, ze kazdy vrchol T, ktery mé dva rizné sourozence, ma pravé jednoho potomka. Symbolem h(T")
ozna¢me hloubku stromu 7', tj. po¢et hran na nejdelsi cesté z kofene do listu. Symbolem ¢(7") ozna¢me
pocet listi stromu 7. Dokazte, ze plati £(T') < 2MT),

Piiklad 10. (2 body za kazdou implikaci) Necht d je pfirozené &islo. Dokazte, Ze rovnice
d
St
§=0

ma racionélni feseni, pravé kdyz ¢islo d je liché.



