
Druhá sada domácích úkol·

P°íklad 1. (2 body) Najd¥te mnoºinu M kladných reálných £ísel, pro kterou bude platit výrok

∀x ∈ M ∃y ∈ M : y < x,

ale nebude platit výrok

∀y ∈ M ∃x ∈ M : y < x.

P°íklad 2. (2 body) Najd¥te posloupnost reálných £ísel a1, a2, . . . , pro kterou bude platit

∀i ∈ N ∃j ∈ N : ai < aj ,

ale nebude platit

∀x ∈ R ∃j ∈ N : x < aj .

P°íklad 3. (3 body) Symbolem (x, y) ozna£me otev°ený interval od x do y. Najd¥te mnoºinu M
reálných £ísel, pro kerou bude platit výrok

∀x ∈ M ∀y ∈ M :
(
y > x ⇒ ∃z ∈ M : z ∈ (x, y)

)
,

ale nebude platit výrok

∀x ∈ M ∀y ∈ R :
(
y > x ⇒ ∃z ∈ M : z ∈ (x, y)

)
.

P°íklad 4. (3 body) Symbolem R+ ozna£me mnoºinu v²ech kladných reálných £ísel. Najd¥te reálnou

funkci f , pro kterou bude platit

∀x ∈ R ∃ε ∈ R+ : f(x + 1) ≥ f(x) + ε,

ale nebude platit

∃ε ∈ R+ ∀x ∈ R : f(x + 1) ≥ f(x) + ε.

P°íklad 5. (3 body) Najd¥te posloupnost a1, a2, . . . reálných £ísel, pro kterou výrok

∀i ∈ N ∃j ∈ N ∀k ∈ N : (k ≥ j ⇒ ak ≥ ai)

bude pravdivý, ov²em výrok

∃i ∈ N ∀k ∈ N : (k ≥ i ⇒ ak ≥ ai)

nebude pravdivý.

P°íklad 6. Dokaºte následující tvrzení. (2 body za kaºdý d·kaz)

1. ∀n ∈ N :
∑n

k=1 k3 = n2(n+1)2

4

2. ∀n ∈ N :
∑n

k=1
2k+1

k2(k+1)2
= 1− 1

(n+1)2

3. De�nujme posloupnost a1, a2, . . . následovn¥: a0 = 1, a1 = 3, a pro n ≥ 2 platí an = an−1+6an−2.

Dokaºte ºe pro n ≥ 0 platí an = 3n.

4. De�nujme posloupnost a1, a2, . . . následovn¥: a0 = 1, a1 = 3, a pro n ≥ 2 platí an = an−1+2an−2.

Dokaºte ºe pro n ≥ 0 platí an ≤ 2n.

5. Pro kaºdé p°irozené £íslo k ≥ 3 a pro kaºdé n ∈ N platí, ºe kn − 1 je násobek k − 1.

6. ∀n ∈ N :
∑n

k=1
1
k2 ≤ 2− 1

n

7. ∀n ≥ 2:
∏n

k=2

(
1− 1

k2

)
= n+1

2n

1



P°íklad 7. (3 body) Nech´ Fn ozna£uje n-té Fibonacciho £íslo. Dokaºte, ºe existuje p°esn¥ Fn+1

zp·sob·, jak vyjít n schod·, jestliºe v kaºdém kroku vyjdeme bu¤ o jeden nebo o dva schody vý².

(Nap°íklad pro n = 3 máme celkem t°i moºnosti: bu¤ ud¥láme t°i kroky, a v kaºdém kroku vyjdeme

o jeden schod vý²e, nebo v prvním kroku vyjdeme o dva schody vý² a ve druhém o jeden schod vý²,

nebo v prvním kroku vyjdeme jeden a ve druhém dva schody.)

P°íklad 8. (4 body) Nech´ Fn op¥t ozna£uje n-té Fibonacciho £íslo. Dokaºte, ºe existuje p°esn¥ Fn

zp·sob·, jak lze £íslo n zapsat jako sou£et lichých £ísel. (Nap°íklad pro n = 5 máme F5 = 5 moºností:

1 + 1 + 1 + 1 + 1; 3 + 1 + 1; 1 + 3 + 1; 1 + 1 + 3; 5.)

P°íklad 9. (3 body) Nech´ T je zako°en¥ný strom, v n¥mº kaºdý vrchol má nejvý² t°i potomky. Navíc

platí, ºe kaºdý vrchol T , který má dva r·zné sourozence, má práv¥ jednoho potomka. Symbolem h(T )
ozna£me hloubku stromu T , tj. po£et hran na nejdel²í cest¥ z ko°ene do listu. Symbolem `(T ) ozna£me

po£et list· stromu T . Dokaºte, ºe platí `(T ) ≤ 2h(T ).

P°íklad 10. (2 body za kaºdou implikaci) Nech´ d je p°irozené £íslo. Dokaºte, ºe rovnice

d∑
j=0

xd = 0

má racionální °e²ení, práv¥ kdyº £íslo d je liché.
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