Piednaska z analytické kombinatoriky, 1. 4.

Tento soubor obsahuje shrnuti latky, kterou jsem piednésel 1. dubna, v dobé&, kdy vét§ina pravidelnych posluchaca
byla na jarni gkole.

Na zacatku prednasky jsem zminil néasledujici technické lemma, jehoz hlavnim dusledkem je, Ze kazda funkce ana-
lyticka v nule je automaticky analyticka i v kazdém bodé dostatecné blizko nuly.

Lemma 1. Necht A(z) = ), ~,an2" je mocninnd Fada s polomérem konvergence p > 0. Definujme funkci
f: B<,(0) — C jakozto limitu
f(z)= Z anz".

n>0

Potom plati, Ze f je analytickd v kazdém bodé B.,(0). Dokonce pro libovolné s € B.,(0) plati, Ze existuje kon-
vergentni mocninnd Tada B(z) = > -,bnx" s polomérem konvergence o > p —|s| > 0 takovd, Ze pro libovolné
z € B<,(0) N Beo(s) plati f(2) = 2,50 bnl(z — )"

Myslenka dikazu: Zvoli se s € B,(0) a z € B.,_|5(s) € B<,(0). Ukaze se, ze absolutné konvergentni fada
> >0 an2" se da preusporddat:

=Y =Y anz—s+9)" = Zanznj (Z) (- =" Y an (Z)w—k (z - s)".

n>0 n>0 n>0 k=0 E>0 \n>k
S vyuzitim vlastnosti absolutné konvergentnich fad se pak zduavodni, Ze vy8e uvedené rovnosti opravdu plati, tj. i
po pfeusporadani ¢lent fada stale konverguje ke stejné limité. O
Abych mohl mluvit o ‘globalnich’ vlastnostech analytickych funkci, zavedl jsem néasledujici definice:

Definice.

e Mnozina Q C C je oteviend, pokud pro kazdy bod z € Q existuje okoli B..(z) které je podmnozinou €.

e Mnozina M je nesouvisld, pokud existuji oteviené disjunktni mnoziny X a Y takové,ze M C XUY, MNX # 0
a MNY # (. Specialné pokud M je oteviend mnozina, tak plati, Ze M je nesouvisla prave kdyz M je disjunktni
sjednoceni dvou neprazdnych otevienych mnozin.

e Pojmem oblast budeme oznacovat neprazdnou otevienou souvislou podmnozinu C.

e Bod z € M je izolovang bod mnoziny M pokud existuje € > 0 takové, ze M N B..(z) = {z}.

e Mnozina M je diskrétni pokud je kazdy jeji bod izolovany.

e Pokud f: © — C je komplexni funkce definovana na néjaké mnoziné (2 C C a pokud f je analytickd v kazdém
bodé mnoziny €, tak budeme prosté tikat, ze f je analytickd na Q.

Lemma 2. Necht Q) C C je libovolnd oblast a f libovolnd funkce analytickd na Q. Oznacme M = {z € Q: f(z) =0}
mmnoZinu nulovyjch bodi funkce f. Potom plati, Ze bud M = Q nebo M je diskrétni.

Diikaz. 7 ptredchozi prednasky zname lemma, které fika, Ze pokud f(z) = 0 a f je analytickd v z, tak bud existuje
okoli z, na némz je f identicky rovna nule, nebo existuje okoli z, v némz f nemé zadny dalsi nulovy bod. Déle plati,
7e kdyz f(z) # 0 a f je analytickd v z, tak existuje okoli z, ve kterém f nemé zadny nulovy bod (protoze kazda
analyticka funkce je spojité).

Piedpoklddejme, Ze f je analyticka na 2, a definujme nésledujici dvé mnoziny:

X ={z € Q: f je identicky rovna nule na n&jakém okoli z}

Y ={z € Q: f je rizna od nuly ve vSech bodech n&jakého prstencového okoli z}.

Z piredchozi avahy plyne, Ze kazdy bod z € € patii bud do X nebo do Y, tj. @ = X UY. Zaroven je snadné
nahlédnout, ze X i Y jsou disjunktni oteviené mnoziny. Protoze {2 je oblast, tj. je souvisl4, musi nutné byt X nebo
Y prazdna mnoZina. Pokud X = (), tak je o¢ividné mnoZina M diskrétni. Pokud Y = (), je f nulova v kazdém bodé,
tj. M = Q. O



Disledek 3. Necht g a h jsou dvé funkce analytické na oblasti Q, a M = {z € Q: g(z) = h(z)}. Potom bud M = Q
nebo M je diskrétni.

Diikaz. Stadi pouZit pfedchozi lemma pro funkci f(z) = g(z) — h(2). O

Disledek 4. Pokud Q) je libovolnd oblast, M je libovolnd podmnoZina Q, kterd neni diskrétni, a fo: M — C
libovolnd funkce, tak exzistuje nejuys jedna funkce f analytickd na Q takovd, Ze pro kaZdé z € M plati f(z) = fo(2).
(Takovd funkce f se nazve analytické prodlouZeni fy na oblast 2.) Specidlni pFipad: pro kazdou funkci fo: R — C
ezistuje nejvys jedno analytické prodlouzeni f: C — C.

Diikaz. Tohle je okamzity dusledek piedchoziho dusledku. O

Nésledujici dusledek mluvi o situaci, kdy prodlouzime néjakou funkci na dvé razné oblasti.

Disledek 5. Necht Q a € jsou dvé oblasti, necht M je nediskrétni podmnozina QN QY necht fq je funkce na M.
Pokud md funkce fo analytické prodlouZeni g: Q — C a také analytické prodlouzeni h: ' — C, a pokud navic plati,
Ze QN Q' je souvislé mnoZina (a tudiz oblast), tak potom pro z € QN Q' plati g(z) = h(z). Definujemne-li funkci f
na QU Q' pomoci vztahi f(z) = g(z) pro z € Q a f(2) = h(z) pro z € ', tak potom [ je analytické prodlouzeni fo
na oblast QU QY

Diikaz. To, 7e g(z) = h(z) v oblasti N plyne z toho, 7e funkce fy mé nejvys jedno analytické prodlouZeni na
oblast QN Q. Zbytek tvrzeni je ziejmy. O

Zduraziuji, ze v piedchozim tvrzeni je nezbytny piedpoklad, ze Q N Q' je souvisla mnoZina. (Viz niZe uvedeny
piiklad 4.)

Piiklady analytickych funkci:

Priklad 1. Uvazujme redlnou funkci fo: R — R definovanou vztahem fy(z) = e®. Je znadmo z realné analyzy, ze

pro kazdé realné cislo = plati
n

T
e’ = Z —
n!
n>0

Mocninnd fada na pravé strané méa tedy nekone¢ny polomér konvergence, a muzeme ji pouzit k analytickému
prodlouzeni funkce fy: staci pro kazdé komplexni ¢islo z definovat

n

z
e’ = Z -
n!

n>0

Obdobnym zpiisobem se da definovat analytické prodlouzeni dalsich znamych realnych funkci, které maji konver-
gentni Taylorovu fadu, napiiklad cos(z) nebo sin(z). (Poznamka: misto e* budu také nékdy psat exp(z)).

Priiklad 2. Jednoznacnost analytického prodlouzeni se da ¢asto pouzit k tomu, abychom snadno nahlédli, Zze nékteré
vlastnosti redlnych funkci se pfenéaseji i na jejich analytickd prodlouzeni. Chceme-li napiiklad ukézat, 7e pro kazdé
komplexni ¢islo z plati rovnost exp(3z) = (exp(z))3, stadf si nejprve viimnout, 7e leva i prava strana rovnosti jsou
analytické funkce na C. Navic leva i prava strana rovnosti jsou analyticki prodlouzeni té samé reilné funkce fy
(protoZe pro redlna ¢isla vime, Ze rovnost plati). ProtoZe analytické prodlouZeni je jednozna¢né, musi rovnost platit
pro kazdé komplexni z. Obdobné se dokazi dalsi vztahy, tieba cos?(z) + sin?(z) = 1, (sin(2))’ = cos(z) atd.

Piiklad 3. Na jedné z piedchozich prednéasek jsem fikal, Ze pokud néjaka funkce g je analytickd a nenulovi v bodé
z, tak ﬁ je také analytickd v z.

Napiiklad funkce g(z) = 1 — z je analytickd na C, takze funkce f(z) = 12, definované na oblasti Q = C\ {1}, je
analyticka na ).

Vsimnéte si, ze v okoli bodu 0 je mozné definovat funkci fy jako limitu mocninné fady fo(z) =1+ 2z + 22+ 23---.
Tato mocninna fada mé polomér konvergence 1. Protoze na okoli bodu 0 plati fo(z) = i, vidime, ze funkce f je
analytické prodlouzeni funkce f,. Tento piiklad ukazuje, ze funkci definovanou v okoli néjakého bodu jako limitu

mocninné Fady 1ze (nékdy) analyticky prodlouzit i do bodi, kde ta fada nekonverguje.



ProtoZe ma funkce f v okoli bodu 1 neomezené velké hodnoty, nelze ji v tomto bodé spojité (a tudiz ani analyticky)
dodefinovat. TakZe f nemé analytické prodlouzeni na celou oblast C. Ani zadné jiné analytické prodlouZeni funkce
fo nemuze byt analytické v bodé 1, protoze kazdé analytické prodlouzeni f; se musi shodovat s f na oblasti 2.

Piiklad 4. Pro kladna reédln4 ¢isla definujme funkci fo(x) = /z. Zkusme tuto funkci analyticky prodlouzit na
co nejvétsi podoblast C. Kazdé takové analytické prodlouzeni f musi na svém definiénim oboru spliiovat rovnost
f(2)? = z, protoze f(z)? je analytické prodlouzeni fy(2)?, a fo(2)? je identickd funkce na R*, jejimz analytickym
prodlouzenim musi byt zase identicka funkce.

Nagim cilem je tedy najit funkci f, ktera je inverzni funkci k funkci g(z) = 22. Na predchozi piednésce jsem
zminoval, ze pokud je g analytickd v néjakém bodé z, a pokud mé v tomto bodé nenulovou prvni derivaci, pak na
né&jakém okoli bodu z je funkce g (lokélni) bijekce, a jeji inverzni funkce je analytickd v bodé g(z). Pouzijme toto
tvrzeni na funkci g(z) = 22. Ta je analytickd v C, a m4 nenulovou derivaci na C \ {0}. Ted ukaZeme, Ze ackoliv
v okoli kazdého nenulového bodu lze definovat (lokalni) analytickou inverzni funkci k funkei g, pfesto neexistuje
zadna funkce analyticka na C\ {0}, ktera by byla inverzni ke g (a tudiz neexistuje zpusob, jak funkci fy analyticky
prodlouzit na oblast C\ {0}).

UvaZme nejdiiv oblast Q7 = C\ {zi: z € R,z < 0}. Tj. Oy obsahuje viechna komplexni ¢isla, kromé ryze imagi-
néarnich ¢isel s nekladnou imaginarni slozkou. Kazdé ¢islo z € €2y lze reprezentovat v polarnich souradnicich jako
z = |z] exp(ia), pro ndjaké —m/2 < o < 37 /2. Definujme funkci f1(z) = v/|z|exp(a/2). Funkce f; je analyticka na
1, protoze v okoli kazdého bodu €; se shoduje s lokdlni inverzni funkci k analytické funkci g(z) = 22. Funkce f;
je tedy analytické prodlouzeni funkce fy na oblast 1.

Nyni uvazme oblast Qy = C\ {xi: 2 € R,z > 0}. Cislo z € Qy lze reprezentovat jako z = |z|exp(ia), pro
=37/2 < a < w/2. Definujme fo(z) = /|z| exp(a/2). Potom f> je analytické prodlouZeni fy na oblast Qs.

Piestoze f1 a fy jsou analytickd prodlouzeni funkce fj, tato dvé prodlouzeni se na mnoziné ; N Q5 neshoduji:
napiiklad fi(—1) =i a fo(—1) = —i. Z toho mimo jiné plyne, ze funkci fo(x) = v/z nelze analyticky prodlouzit na
oblast €1 U s, protoze kazdé takové prodlouZeni by se muselo shodovat s f; na 7 as fa na Q.

Ve zbytku ptrednésky jsem se zabyval funkcemi, které jsou analytické na prstencovém okoli néjakého bodu s € C.

Definice. Funkce f ma izolovanou singularitu v bodé s, pokud existuje € > 0 takové, ze f je analytickd na prsten-
covém okoli BY_(s).

Piedpoklddejme, ze f ma izolovanou singularitu v bodé s. Rozli§ime t¥i mozné situace:

e Pokud existuje vlastni limita lim,_s f(z) € C, fekneme, Ze f méa odstranitelnou (nebo téz kosmetickou)
singularitu v s.

e Pokud existuje nevlastni limita lim,_,s f(z) = oo, Fekneme, Ze f ma pdl v s.

e Pokud limita lim,_,s f(z) neexistuje, fekneme, Zze f ma v s podstatnou singularitu.

Bez dikazi konstatujme, ze izolované singularity maji nasledujici vlastnosti:

Pokud mé f odstranitelnou singularitu v bodé s, mizeme ji v tomto bodé spojité dodefinovat (nebo predefinovat)
vztahem f(s) =1lim,_ g f(z). Takto dodefinovana funkce je pak nejen spojita, ale dokonce i analyticka v s. P¥iklad

odstranitelné singularity (v bodé s = 0): f(z) = %.

Pokud ma f pdl v bodé s, pak existuje pfirozené ¢islo k takové, ze funkce g(z) = f(2)(z — s)¥ ma v bodé s pouze
odstranitelnou singularitu. Nejmensi pfirozené k, pro které toto plati, se nazyva fdd pélu. Pokud ma funkce f v
bodé s pol k-tého radu, pak existuje posloupnost koeficientt a_r, a_,—1),...,a-1,a0,a1,az,... takovd, ze a_j # 0
a pro kazdé z na dostateéné malém prstencovém okoli bodu s plati

o0

_ n_ A0k a—(k-1) a_1
flz)= Z an(z —s) 7(Z—S)k+<2—8)k_1+“.+;+a0+a1(27s)+.“'

n=—k

Rada na pravé strané této rovnosti se nazyvé Laurentova fada funkce f se stfedem v s. Laurentovy fady lze chapat
jako zobecnéni mocninnych tad.

Pokud ma f v bodé s podstatnou singularitu, pak plati, ze v kazdém prstencovém okoli bodu s nabyva funkce
f v8ech komplexnich hodnot kromé nejvyse jedné. I pro funkce s podstatnou singularitou plati, Ze na okoli s se



daji v jistém smyslu vyjadfit jako limity Laurentovy fady, ale ta Laurentova fada mé tentokrat nekoneéné mnoho
zapornych exponenti. Takovéto ‘oboustranné nekonecné’ fady pro nas nebudou zajimavé, takze si je ani nebudeme
formalné definovat.

Piikladem funkce s podstatnou singularitou je napiiklad f(z) = exp(1/z), ktera na kazdém okoli nuly nabyva vSech
nenulovych hodnot.

Vsimnéte si, Ze kdyz je funkce f v okoli své izolované singularity omezend, tak se nutné musi jednat o odstranitelnou
singularitu.



