Reseni piikladii na procvic¢eni pfed druhym testem z matematickych dovednosti

1. Neexistuje z4dné raciondlni ¢islo x takové, Ze 2% = 4.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze takové racionalni ¢islo = existuje. Potom tedy x lze zapsat jako podil f]i dvou nesou-

délnych celych é&isel. Dosazenim do rovnice dostaneme p3 = 4¢3. Tudiz p> je nisobek 4, z ¢ehoz plyne, Ze p je sudé, tedy

p = 2k pro néjaké celé ¢islo k. Dosazenim do rovnice p? = 4¢3 dostaneme 2k = ¢3, tedy i ¢ je sudé, coz je spor s tim, ze p

a ¢ jsou nesoudélna. O
2. Pro kazdé prirozené ¢islo m plati, ze m je sudé pravé tehdy, kdyz 2™ — 1 je nésobek tii.

Diikaz. Ozna¢me symbolem T'(m) tvrzeni “m je sudé pravé tehdy, kdyz 2™ — 1 je ndsobek t¥{”. Dokazme indukeci podle m,

Ze pro libovolné m je T(m) pravdivé.

Pro m = 1 méme 2! — 1 = 1, tedy ekvivalence plati. Pro m = 2 mame 22 — 1 = 3 a ekvivalence znovu plati. Tedy 7'(1) i

T'(2) jsou pravdivé.

Nyni méjme libovolné m > 3. Dokdzeme, ze pokud plati T'(m — 2) i T'(m — 1), tak plati i T(m). Postupné dokézeme obé

implikace z tvrzen{ T'(m).

Dtikaz “=": Provedeme pirimy dikaz. Predpoklidejme, ze m je sudé a dokazme, ze 2™ — 1 je nasobek tii. Protoze m je

sudé, tak i m — 2 je sudé, a dle indukéniho predpokladu plati, Ze 22 — 1 je nasobek tif, tedy 2™~2 — 1 = 3k pro néjaké

celociselné k. Pak ale plati

2m 1= (4-2""%) —1
=4-Bk+1) -1
=12k + 3,
coz je nasobek tii, jak jsme chtéli dokédzat.
Dtikaz “«<”: Dokdzeme obménu této implikace, tj. pokud m je liché, pak 2™ — 1 neni nasobek t¥i. Pfredpokladejme, ze m
je liché. Potom m — 1 je sudé, a dle indukéniho predpokladu 2™~! — 1 = 3¢, pro né&jaké celé ¢islo £. Mame tedy
2m _1=(2-2""1) —1
=(2-(3¢+1)) -1
=60+ 1,

coz je o 1 vétsi nez nasobek tii, tedy 2™ — 1 neni nasobek tii. O
3. Pro kazdé prirozené &slo n > 1 plati > k(k —1) = 2(n + 1)n(n — 1).

Dikaz. Postupujme indukci. Pro n =1 je leva i prava strana rovnosti nulova.
Necht n > 2 je libovolné. Predpokliadejme, ze plati 22;11 k(k—1) = 3n(n—1)(n—2), a chté¢jme dokdzat, ze Y, _; k(k—1) =
+(n+ 1)n(n — 1). Ovéime rovnost tim, Ze upravime jeji levou stranu:

n n—1
Z k(k—1)= (Z k(k — 1)) +n(n—1) (oddelili jsme posledni ¢len sumy)
k=1 k=1
1
= gn(n -1)(n—2)+n(n—-1) (dosadili jsme z indukéniho pfedpokladu)

a dukaz je hotov. O

4. Symbolem F,, ozna¢me n-té Fibonacciho ¢islo (pfipomenme, ze Fibonacciho ¢isla jsou definovdna pomoci vztahu Fy =
0,Fi=1akF,=F, 1+ F,_2pron>2). Prokazdé n € N plati, Ze ¢éisla F,,_; a F), jsou navzajem nesoudélna (tj. nemaji
zddného spolecného celociselného délitele vétstho nez 1).

Diikaz. Ozna¢me T'(n) tvrzeni, Ze ¢isla F,,_1 a F, jsou nesoudélnd, a dokazme, Ze pro kazdé n € N je T'(n) pravdivé. Dikaz
je mozno délat indukci, ale pro zpestieni ho zformulujme jako dikaz sporem. Predpokladejme pro spor, ze existuje n € N
takové, Zze T'(n) neplati. Zvolme za n nejmensi hodnotu, pro niz je T'(n) nepravdivé. Podotknéme, Ze n > 1, nebot ¢isla
Fy =0 a F; =1 nemaji zddného spole¢ného délitele vétsiho nez 1, takze T'(1) je pravdivé.

Méjme tedy vyse zvolené n > 1, a necht d € N je nejvétsi spolecény délitel F,,_1 a F,. Protoze T(n) je nepravdivé, vime,
ze d > 1. Protoze d déli F,,_; i F,,, tak d déli i rozdil téchto cisel, tedy F,, — F,,_1. Protoze n > 1, tak vime, ze F,, — F,,_1
je rovno F,,_o. Zjistili jsme, Ze Fj,_1 i Fj,_o jsou délitelnd éislem d > 1, tedy T'(n — 1) neplati, coZ je spor s tim, Ze n bylo
nejmensi ¢islo, pro néz je T'(n) nepravdivé. O



5. Symbolem F;, oznac¢me opét n-té Fibonacciho ¢islo. Potom pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 existuje presné F;, ;o zpusobu,
jak vytvorit posloupnost nul a jednicek délky n tak, aby zaddné dvé jednic¢ky nebyly na sousednich pozicich. (Ptiklad: pro
n = 3 mame posloupnosti 000, 001, 010, 100 a 101.)

Diikaz. Oznacme p, pocet bindrnich posloupnosti délky n bez dvou sousednich jednicek a dokazujme indukci, ze pro kazdé
n > 1 plati, ze p, = Fj42.

Zkontrolujme, ze py = 2 = F3 apy = 3 = Fy. Nyni méjme libovolné n > 3. Pfedpoklddejme, ze pro kazdé j € {1,2,...,n—1}
plati, Ze p; = Fjj1o, a chtéjme dokézat, ze p, = Fj42.

Postupujme takto: vSechny binarni posloupnosti délky n bez dvou sousednich jednicek si rozdélme do dvou skupin: v prvni
skupiné budou posloupnosti koncici nulou, ve druhé ty, které konc¢i jednickou. V prvni skupiné pak bude presné p,_1
posloupnosti, protoze posloupnosti z prvni skupiny vzniknou praveé tak, ze k libovolné posloupnosti délky n — 1 bez dvou
sousednich jednicek priddm na konec nulu.

Abychom spocitali posloupnosti druhé skupiny, vSimnéme si nejdiiv, ze kazdd posloupnost z této skupiny mé na pred-
poslednim misté nulu, jinak by méla dvé sousedici jednicky. Odtud nahlédneme, ze posloupnosti druhé skupiny vzniknou
praveé tak, ze k libovolné posloupnosti délky n — 2 bez dvou sousednich jednicek pridam na konec nulu a jednicku. Celkem
je tedy ve druhé skupiné p,,_o posloupnosti.

Celkem tedy p,, = pn—1 + Pn—2, coz dle indukcniho predpokladu dava p,, = F,+1 + F, = F10. O

6. Necht S je ternarni strom, tj. zakorenény strom, jehoz kazdy vnitini vrchol mé pravé tii potomky. Predpokladejme, Ze
kazdy vnitini vrchol stromu S méa mezi svymi tfemi potomky aspon jeden list. Oznacme d hloubku stromu S, tedy pocet
hran na nejdelsi cesté z kofene do nékterého listu. Potom S m4 nejvyse 2441 — 1 listii.

Diikaz. Postupujme indukei podle hloubky stromu S. Oznac¢me tedy T'(d) tvrzeni, které ¥ikd “pro libovolny ternarni strom
S hloubky d, jehoz kazdy vnitini vrchol ma mezi potomky aspon jeden list, plati, Ze S ma nejvyse 2471 — 1 list@”. Chceme
dokézat, ze pro kazdé d je T'(d) pravdivé. Oznaéme symbolem ¢(S) pocet listi stromu S.

Zkontrolujme, Ze plati T'(0): terndrni strom hloubky 0 je bud prazdny strom nebo strom s jedinym vrcholem, kazdopadné
m4 nejvys jeden list, pficemz 207t — 1 = 1.

Méjme nyni libovolné d > 1. Pfedpoklddejme, ze pro kazdé d’ < d je trvzeni T'(d') pravdivé, a chtéjme dokdzat T'(d).
Abychom dokézali T'(d), zvolme libovolny ternarni strom S hloubky d, jehoz kazdy vnitini vrchol ma mezi potomky aspor
jeden list. Protoze S ma hloubku d > 1, tak kofen S neni list, kofen ma tedy t¥i potomky, které ozna¢me x, y, z. Aspon jeden
z nich, necht je to tieba z, je listem. Ozna¢me Sy, podstrom S zakofenény ve vrcholu y, tj. Sy je podstrom S tvoreny vSemi
vrcholy w takovymi, ze cesta z kofene S do vrcholu w obsahuje vrchol y. Obdobné ozna¢me S, podstrom S zakorenény
v z. VSimnéme si, Ze Sy, nebo S, miZe byt tvofen i jen jedinym vrcholem. Kazdopadné oznaéime-li d,, hloubku stromu S,
a d, hloubku S, tak vidime, ze dy i d. je nejvysSe d — 1. Zaroven plati, Ze kazdy list S kromé z je listem Sy nebo listem
S., tedy

£(S) =1+ £(S,) +£(S.)

<14 (24H — 1) 4 (2%F1 — 1) dle indukéniho pfedpokladu
<1+@2-1)+(21-1) protoze dy <d—1lad, <d—1
< 2d+1 _ 1’

coz jsme chéli dokazat. O

7. V libovolném grafu G = (V, E) 1ze obarvit vrcholy dvéma barvami tak, ze alesponi | F|/2 hran bude obsahovat vrcholy obou
barev.

Diikaz. Postupujme indukei podle |V]. Pro graf s jednim vrcholem (i pro graf s 0 vrcholy) dokazované tvrzeni plati, protoze
takovy graf ma celkem 0 hran, a pfi libovolném obarveni vrcholti bude 0 dvoubarevnych hran, pricemz 0 > 0/2, takze
pozadovand nerovnost je splnéna.
Necht n > 2 je libovolné. Predpoklddejme, ze pro kazdy graf s méné nez n vrcholy umime najit obarveni vrcholu spliujici
pozadavky tvrzeni. Chceme dokézat, ze takové obarveni umime najit i pro libovolny graf s n vrcholy.
Necht je tedy G = (V, E) libovolny graf s n vrcholy. Necht x je libovolny vrchol grafu G, a necht d je stupen (tj. pocet
sousedtr) vrcholu x v grafu G. Ozna¢me G’ = (V', E’) graf, ktery vznikne tak, Ze z G odstranime vrchol z a vSachny
hrany, které jsou s nim incidentni. Plati tedy |V'| = |V| —1 a |E’| = |E| — d. Dle indukéniho pfedpokladu lze vrcholy G’
vybereme tu barvu, kterd se na sousedech = vyskytuje méné casto (jsou-li obé barvy na sousedech x pouzité stejné casto,
obarvime z libovolng). Tim je zaruceno, Ze alesponi d/2 hran incidentnich s z v grafu G bude dvoubarevnych. Celkovy
pocet dvoubarevnych hran bude tedy aspon

|E'|  d _|E|l—d d _|E|
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