Ctvrté série domécich tikolti z Kombinatoriky a graft II
(verze pro pateéni cviceni)

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papitre na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji do konce ledna. Pokud byste si prali vidét spravna reseni nékterych priklad, stavte
se na konzultaci.

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je multigraf. Ozna¢me jeho vrcholy V' = {v1,...,v,} a hrany F = {e1,...,en}.
Matice incidence nad Zo multigrafu G je matice M s n tadky a m sloupci definovand nasledovné:

e Pokud je hrana e; smycka, tak i-ty sloupec M obsahuje samé nuly.

e Pokud je e; hrana spojujici dva rtzné vrcholy v; a vy, tak i-ty sloupec M obsahuje jednicky v fadcich j a k
a v ostatnich fadcich mé nuly.

Pfipomerime, Ze hodnost G je definovana jako n — k(G), kde k(G) je pocet komponent souvislosti multigrafu G.
Pripomenme také, ze hodnost matice se v linedrni algebfe definuje jako dimenze vektorového prostoru generovaného
sloupci té matice (nebo ekvivalentné dimenze prostoru generovaného radky té matice). Dokazte, Ze hodnost G je
rovna hodnosti matice M nad télesem Zs [2 body].

Priklad 2. Necht Tg(z,y) je Tuttetv polynom néjakého nezndmého multigrafu G s alespon jednim vrcholem.
Popiste, jak 1ze z polynomu T¢(x,y) ziskat ndsledujici informace:

e pocet hran G [1 bod].
e vrcholova barevnost G [1 bod].
e pocet smycek v G [2 body].

Pozndamka: o multigrafu G nemdme Zadné informace kromé jeho Tutteova polynomu. Nevime tedy napriklad, kolik
md vrcholi nebo komponent.

Priklad 3. Oznaéme a, ; pocet zptsobii, kolika lze ¢islo n vyjadrit jako soucet k lichych kladnych éisel. Dva soucty
pokldddme za rizné i tehdy, kdyz se lisi jen poradim sc¢itanci. Napiiklad a7 3 = 6, protoze ¢islo 7 mizeme vyjadrit
jako54+1+1,145+1,14+1+5,34+3+1,3+1+3al+3+3. Najdéte vzoretek v uzavieném tvaru (tj. bez
pouzit{ nekoneénych sum) pro mocninnou fadu A(z,y) = >, 50 > x>0 @nkz"y" [2 body].

Pfiklad 4. Oznadéme a, pocet permutac{ mnoziny {1,...,n}, které nemaji zadny pevny bod, tj. vSechny jejich
cykly maji délku aspon 2. Najdéte vzorec pro exponencidlni vytvorujici funkci

A(z) = Z an%l.

n>0
Vyjadiete A(x) jako vyraz bez nekoneénych sum, vyuzivajici zndmé funkce, jako e* nebo In(z) [3 body].

Pozndmka: k vyreseni této ulohy neni nutné vyZivat vzorec pro cisla a.,, ktery zndte z pruniho rocniku jako Tesent
‘problému Satndrky’.

Priklad 5. Méjme “Sachovnici” se tfemi fadky a tfemi sloupci. Spocitejte, kolik existuje neizomorfnich zptsob,
jak obarvit devét policek této sachovnice pomoci n barev. Dvé obarveni jsou izomorfni, pokud lze jedno prevést na
druhé pomoci rotace nebo vodorovného, svislého ¢i diagonalniho preklopeni. Neklademe zadna omezeni na mozné
barvy poli¢ek, tj. napiiklad sousedn{ policka mohou byt obarvena stejnou barvou [2 bodyl].



