Treti série domécich kol z Kombinatoriky a grafa II

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papire na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji do nedéle 14. prosince.

Pri feseni muzete bez diikazu pouzivat jakékoliv véty z prednasky, tvrzeni dokazand na cviceni a také véty, které
znate z jinych prednasek.

Nékteré otazky jsou oznacené jako bonusové. Tyto otdzky jsou ryze dobrovolné, neziskate za né zadné body a jejich
vyTreseni nema vliv na zisk zapoc¢tu. Pokud ovsem zvladnete vyresit hodné bonusovych priklad®, budu k vam pak o
néco shovivavéjsi u zkousky.

Priklad 1. Necht G je chordélni graf, a necht posloupnost vy, vs,...,v, je jeho perfektni elimina¢ni schéma. Pro
kazdou z nésledujicich tloh popiste polynomialni algoritmus, ktery ji vyresi. Smite predpokladat, Ze soucasti vstupu
pro vas algoritmus je i PES grafu G.

e Urcéete w(G) a najdéte v G kliku velikosti w(G) [1 bod].

e Urcete x(G) a najdéte obarveni G pomoci x(G) barev [1 bod].

e Urdete a(G) a najdéte v G nezdvislou mnozinu velikosti a(G) [2 body].

Priklad 2. Necht G = (Vg,Eg) a H = (Vy, Eg) jsou dva perfektni grafy s disjunktnimi mnozinami vrcholi, a
necht v je n&jaky vrchol G. Vytvoiime novy graf F = (Vg, Er) tak, Ze vrchol v ‘nafoukneme’ do kopie grafu H, tj.
vrchol v nahradime grafem H a kazdy soused vrcholu v dostane v F' za sousedy vSechny vrcholy grafu H. Formalneé:

Ve = (Ve UVg)\ {v}

Ep={ec Eg: vge}UEHU{{x,y}e (V2F> {z,v} eEg,yEVH}.

Dokazte, ze F' je perfektni [3 body. Zda-li se vim to tézké, vyfeste aspoil specidlni piipad, kdy H je Gplny graf; za
to ziskdte 2 body].

Priklad 3. Necht G = (V, E, f) je multigraf. Oznac¢me jeho vrcholy V' = {vy,...,v,} a hrany F = {e1,...,en}.
Matice incidence nad Zs multigrafu G je matice M s n fadky a m sloupci definovana nasledovné:

e Pokud je hrana e; smycka, tak i-ty sloupec M obsahuje samé nuly.

e Pokud je e; hrana spojujici dva rtzné vrcholy v; a vy, tak i-ty sloupec M obsahuje jednicky v fadcich j a k
a v ostatnich fadcich ma nuly.

Pfipomenme, Ze hodnost mnoziny hran E je definovdna jako n — k(FE), kde k(FE) je pocet komponent souvislosti
multigrafu G. Pripomenme také, ze hodnost matice se v linearni algebfe definuje jako dimenze vektorového prostoru
generovaného sloupci té matice (nebo ekvivalentné dimenze prostoru generovaného fadky té matice). Dokazte, Ze
hodnost mnoziny hran E je rovna hodnosti matice M nad télesem Zs [2 body].

Bonusovd tloha: fekneme, Ze mnozina hran F' C E je sudd, pokud podmultigraf H = (V, F, f[r) C G m& vSechny
stupné sudé (pficemz priddnim smycky k vrcholu se jeho stupen zvysi o dva). Dokazte, Ze E mé presné 27(E) sudych
podmnozin, kde n(E) je nulita E. Chcete-li, mizete bez dikazu pouzit rovnost dim(C) + dim(C+) = m, kde C je
podprostor vektorového prostoru Z5* a C+ je ortogonalni doplnék C.

Priklad 4. Necht Tg(z,y) je Tuttetv polynom néjakého nezndmého multigrafu G s alespon jednim vrcholem.
Popiste, jak 1ze z polynomu T¢(x,y) ziskat ndsledujici informace:

e pocet hran G [1 bod].

e vrcholova barevnost G [1 bod].

e pocet smycek v G [2 body].



