Druhé série domacich tkoli z Kombinatoriky a graft 11

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papire na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji do nedéle 16. listopadu.

Pfi feseni muzete bez dikazu pouzivat jakékoliv véty z prednasky, tvrzeni dokdzana na cviceni a také véty, které
znate z jinych prednédsek (tfeba Ramseyovu vétu).

Nékteré otazky jsou oznacené jako bonusové. Tyto otdzky jsou ryze dobrovolné, neziskate za né zadné body a jejich
vyTeseni nema vliv na zisk zapoc¢tu. Pokud ovsem zvladdnete vyfesit hodné bonusovych piiklad®, budu k vam pak o
néco shovivavéjsi u zkousky.

Vrcholovou barevnost grafu G znaéim x(G).

Piiklad 1. Nakreslete na torus co nejvétsi tplny graf [za K¢ ziskdte 1 bod, za K7 2 body].

P¥iklad 2. Necht G = (V, E) je graf, a necht G je doplnék grafu G, tj. G = (V, (‘2/) \ E).

e Dokazte, ze x(G)x(G) > n [2 body].
e Dokaite, ze x(G) + x(G) < n+ 1 [2 body].

Priklad 3. Necht G je 3-regularni, vrcholové 2-souvisly rovinny graf. Ukazte, ze G méa hranovou barevnost 3. Smite
bez dikazu pouzit vétu o ¢tyrech barvach, tj. smite predpokladat, ze kazdy rovinny graf mé vrcholovou barevnost
nejvyse 4 [2 body].

Bonusova tloha: ukazte naopak, bez pouziti véty o 4 barvach, ze pokud 3-reguldrni vrcholové 2-souvisly rovinny graf
G mé hranovou barevnost 3, tak v kazdém rovinném nakresleni G lze obarvit stény ¢tyifmi barvami, aby sousedni
stény mély ruzné barvy.

Ve zbjvajicich dvou prikladech pouzivam konvenci, Ze dva izomorfni grafy pokldddm za totozZné. Formdlnéji receno,
slovem ‘graf’ meoznacuji jeden konkrétni graf, ale celou tridu izomorfismu grafi.

Priklad 4. Oznaéme G <, H relaci “G je minor H”. Necht F je néjakd mnoZina grafi. Ozna¢me Forb(F') mnoZinu
vSech téch grafi, které neobsahuji zadny graf z mnoziny F' jako minor (takze napiiklad Forb({Kj5, K3 3}) je pfesné
mnozina rovinnych grafl, dle Kuratowského—Wagnerovy véty). Necht M je libovolnd mnozina grafi. Dokazte, ze
nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni [2 body]:

1) Mnozina M je uzaviend vici minordm, tj. pro kazdy graf G patfici do M plati, Ze i kazdy minor G pati{
do M.

2) Existuje mnozina grafti F' (tfeba i nekonecnd) takova, ze M = Forb(F). (Takové mnoZiné F se obvykle k4
mnoZina zakdzanjch minori pro M.)

Piiklad 5. Dokazte, Ze ndsledujici t¥i tvrzeni jsou navzdjem ekvivalentni [3 body]:
A) Relace =, nemd na mnoziné grafi zadny nekonecny antiretézec, tj. v kazdé nekoneéné mnoziné grafii 1ze najit
dva rizné grafy, z nichz jeden je minorem druhého.

B) Pro kazdou mnozinu grafu M, kterd je uzaviend vuéi minorum, existuje néjakd koneénd mnozina grafi F
takové, ze M = Forb(F).

C) Pro libovolnou nekone¢nou posloupnost grafd Gy, Gs, ... existuji dva indexy i < j takové, ze G; <, Gj.
(Pozndmka: tvrzeni A, B, C jsou vSechna pravdivd. Jsou to tri ekvivalentnd formulace tzv. Robertsonovy—Seymourovy
véty, jejiz dikaz je ovsem velmi dlouhy a ndroéng.)

Bonusova tloha: ukazte, ze existuje nekonecnd mnozina grafi {G1, Ga, ...} takova, Ze pro libovolné i # j graf G;
neobsahuje zddné déleni grafu G; jako podgraf.



