Prvni série domacich tikolil z Kombinatoriky a graft II

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papire na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji do nedéle 26. ijna.

Pocet lichych komponent grafu G zna¢im odd(G).

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je graf, necht M je néjaké parovani v G a necht K je né&jakd kruznice liché délky
v G, kterd obsahuje pravé ||K|/2| hran z M (z ¢ehoZz mimo jiné plyne, Ze nejvys jeden vrchol z K je sparovany
s vrcholem mimo K). Necht G.K oznacuje graf vznikly zkontrahovénim K do jednoho vrcholu a necht M.K je
prislusné parovani.

o Jestlize M je nejvétsi pdrovani v G, znamena to, ze i M.K je nutné nejvétsi parovani v G.K? [1 bod]

o Jestlize M. K je nejvétsi parovani v G.K, znamend to, ze M je nejvétsi parovani v G7 [1 bod)|

Priklad 2. Necht G = (V, E) je graf a S C V podmnozina jeho vrcholi. Dokazte, ze |V| + |S| + odd(G — S) je
sudé éislo. [1 bod]

Priklad 3. Kolik perfektnich parovani ma graf vznikly z iplného bipartitniho grafu K, ,, odebranim jedné hrany?
[1 bod]

Priklad 4. Necht T' = (V, E) je strom. Dokazte, ze T' ma perfektni parovani pravé tehdy, kdyz mé sudy pocet
vrcholll a navic plati, ze pro kazdy vrchol v € V mé graf T — v nejvys jednu lichou komponentu. [1 implikace: 1
bod, obé implikace: 3 body].

Piiklad 5. Necht G = (V, E) je graf a k > 0 celé ¢&islo. Dokazte, ze G mé parovani s nejvyse k volnymi vrcholy,
pravé kdyz plati ndsledujici “Tutteova podminka s deficitem”: VS C V: odd(G — S) < |S| + k. Pokud vam to
pomiuZe, smite pfedpoklddat, ze |V| + k je sudé. [1 implikace: 1 bod, obé implikace: 3 body].

Priklad 6. Necht G = (V, E) je bipartitni graf se dvéma stejné velkymi partitami X a Y. Predpoklddejme, Ze
plati nasledujici verze Hallovy podminky: VA C X : |A| < |N(A)|, kde N(A) je mnozina vrchold, které maji aspon
jednoho souseda v A. Ze cviceni uz vime, Ze v takovém pripadé plati i symetrickd Hallova podminka pro druhou
partitu: VB C Y: |B| < |N(B)|. Dokazte bez pouziti Hallovy ¢ Tutteovy véty, ze v G plati i Tutteova podminka,
tj. VS C V:odd(G — S) < |S]. [3 body]



