Treti série domécich kol z Kombinatoriky a grafa II

Vyfesené pifklady odevzdavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papife na cviceni. ReSeni
odevzdejte nejpozdéji béhem patku 10. ledna. Po uplynuti této lhity si mtzete individualné k prikladim vyzadat
napovédu. Priklady muzete odevzdavat i po napovédé, ale dostanete za né jen polovinu standardniho poctu bodi.

Ve svych fesenich smite bez dikazu pouzivat vSechna tvrzeni, kterd byla dokdzdna na prednisSce nebo na cviceni,
jakoz i vSe, co jste se naucili v predchozich semestrech studia. Nezapomente ale zminit, ze néjaky takovy vysledek
pouzivate.

Nékteré otazky jsou oznacené jako bonusové. Tyto otazky jsou ryze dobrovolné, neziskate za né zadné body a jejich
vyreseni nema vliv na zisk zapoctu. Pokud ovsem zvladdnete vyresit hodné bonusovych prikladd, budu k vam pak o
néco shovivavéjsi u zkousky.

Piiklad 1. Necht G je multigraf. Ozna¢me jeho vrcholy V' = {v1,...,v,} a hrany E = {e1,...,en}. Matice
incidence nad Zo multigrafu G je matice M s n fadky a m sloupci definovana nasledovneé:

e Pokud je hrana e; smycka, tak i-ty sloupec M obsahuje samé nuly.

e Pokud je e; hrana spojujici dva rfizné vrcholy v; a vy, tak i-ty sloupec M obsahuje jednicky v fadcich j a k
a v ostatnich fadcich mé nuly.

Pfipomerime, Ze hodnost mnoziny hran E je definovdna jako n — k(FE), kde k(E) je pocet komponent souvislosti
multigrafu G. Pfipomenme také, ze hodnost matice se v linedrni algebfe definuje jako dimenze vektorového prostoru
generovaného sloupci té matice (nebo ekvivalentné dimenze prostoru generovaného radky té matice). Dokazte, ze
hodnost mnoziny hran E je rovna hodnosti matice M nad télesem Zsy [2 body].

Bonusova tloha: fekneme, 7ze mnozina hran F' C E je sudd, pokud multigraf H = (V, F') m4 vSechny stupné sudé
(pficemz piidanim smy¢cky k vrcholu se jeho stupeti zvysi o dva). Dokaite, ze E mé presné 2"¥) sudych podmnoin,
kde n(E) je nulita E. Chcete-li, miizete bez ditkazu pouzit rovnost dim(C) + dim(C+) = m, kde C je podprostor
vektorového prostoru Z4* a C+ je ortogondlni doplnék C.

Priklad 2. Necht T (x,y) je Tuttetiv polynom multigrafu G. Dokazte, Ze T (0, 2) je rovno poétu totélné cyklickych
orientaci multigrafu G. Orientace G je totdlné cyklickd, pokud kazdd orientovand hrana patii do alespon jedné
orientované kruznice (véetné kruznic délky 1 nebo 2) [3 body]. Bonusovd tloha: pro souvisly rovinny multigraf G
a jeho dual G* dokazte bez pouziti Tutteova polynomu, ze pocet acyklickych orientaci G je roven poctu totalné
cyklickych orientaci G*.

Priklad 3. Pripomenme, ze kompozice velikosti n je posloupnost prirozenych ¢isel, jejichz soucet je n. Spocitejte,
kolik jednicek v pruméru obsahuje kompozice velikosti n [2 body].

Piiklad 4. Necht k je néjaké pevné zvolené prirozené ¢islo. Necht p,, oznacuje pocet permutaci mnoziny {1,2,...,n},
které nemaji zadny cyklus délky k. Najdéte vzorec pro exponencidlni vytvorujicf funkei >, -, pnfr [2 body]. Bo-
nusovd dloha: uvazme vSechny permutace mnoziny {1,2,...,n}. Jaky maji pramérny pocet cykla délky k?

Priklad 5. Méjme “Sachovnici” se tfemi fadky a tfemi sloupci. Spocitejte, kolik existuje neizomorfnich zptsobi,
jak obarvit devét policek této Ssachovnice pomoci n barev. Dvé obarveni jsou izomorfni, pokud lze jedno prevést na
druhé pomoci rotace nebo vodorovného, svislého ¢i diagonalniho preklopeni. Neklademe zadné omezeni na mozné
barvy policek, tj. napfiklad sousedni policka mohou byt obarvena stejnou barvou [2 body].

Piiklad 6. Oznadme a,, pocet navzajem neizomorfnich multigrafi (s piipadnymi smyckami) na mnoziné vrcholi
{1,2, 3,4} majicich n hran. Najdéte vzorec pro vytvorujici funkei ), -, anz™ [2 body].



