Druhé série domaécich tkoli z Kombinatoriky a grafi IT

Vytesené priklady odevzdéavejte bud mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz nebo na papire na nékterém cviceni.
Reseni odevzdejte nejpozdéji béhem pondéli 9. prosince. Na cvicenich 10. a 11. prosince ukézu k nékterjm piikladéim
napovédu. Reseni mizete odevzdavat i po napovédé, ale dostanete za né jen polovinu standardniho bodového
ohodnoceni.

Ve svych feSenich smite bez dikazu pouzivat vsechna tvrzeni, kterd byla dokdzana na prednasce nebo na cviceni,
jakoz i v8e, co jste se naudili v pfedchozich semestrech studia. Nezapomerite ale zminit, ze néjaky takovy vysledek
pouzivate.

Nékteré otazky jsou oznacené jako bonusové. Tyto otazky jsou ryze dobrovolné, neziskate za né zadné body a jejich
vyreseni nema vliv na zisk zapoctu. Pokud ovSsem zvladnete vyresit hodné bonusovych prikladd, budu k vam pak o
néco shovivavéjsi u zkousky.

Hranovou barevnost grafu G znaéim x'(G).

Priklad 1. Necht I' je plocha. Dokazte, zZe existuje n takové, ze Uplny bipartitni graf K4, nelze nakreslit na
plochu I [2 body]. (Bonusova tloha: dokazte, Ze obdobné tvrzeni plati i pro K ,.)

Piiklad 2. Necht G je 3-regularni graf, ktery je navic hamiltonovsky. Dokazte, ze x'(G) = 3 [1 bod]. Ukazte
naopak, ze kdyz G je graf (ne nutné hamiltonovsky), jehoz vSechny vrcholy maji stupen 3 az na jeden vrchol stupné
2, tak x'(G) =4 [3 body].

Piiklad 3. Dokazte, Ze kdyz G je A-reguldrni bipartitni graf, tak x'(G) = A [2 body]. (Bonusova tloha: dokazte,
ze dokonce pro kazdy bipartitn{ graf s maximalnim stupném A plati x'(G) = A.)

Priklad 4. Necht G je graf na ¢trnacti vrcholech, obsahujici ¢tyfi vrcholy stupné 5 a deset vrchol stupné 7.
Dokazte, ze G je hamiltonovsky [1 bod].

Piiklad 5. Necht fi,..., f, je n-tice spojitych funkei z uzavieného intervalu [0,1] do mnoZiny redlnych éisel.
Definujme graf G = (V, E) na mnoziné vrcholi V' = {1,2,...,n} tak, ze dvojice ruznych vrchola {i,j} tvori
hranu G, pravé kdyz pro aspoii jedno x € [0, 1] plati f;(x) = f;(x). Dokazte, ze G je perfektni [2 body].

Priklad 6. Pro prirozené ¢islo IV definujme graf Gy nasledovné: vrcholy Gy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny
mnoziny {1,2,..., N}. Dva vrcholy z a y jsou spojené hranou, pravé kdyz existuji tfi éfsla i < j < k € {1,...,N}
takovd, ze = {i,j} a y = {4, k}, nebo naopak y = {4, j} a * = {j, k}. Dokazte, zZe pro kazdé k existuje N takové,
ze graf Gy mé vrcholovou barevnost vétsi nez k [2 body].

Bonusovy piiklad. Necht G je rovinné nakresleni néjakého 3-regularniho vrcholové 2-souvislého grafu. Dokazte,
ze X' (G) = 3, pravé kdyz G mé sténové obarveni pomoci ¢tyt barev. (‘Sténové obarveni’ je obarveni stén G takové,
7e kazdé dvé stény sdilejici spole¢nou hranu maji ruzné barvy. Z véty o ¢tyrech barvach tedy plyne, ze G ma sténové
obarven{ pomoci ¢tyf barev, a tim padem plati i x'(G) = 3.)



